Funcao de onda e Equacao
de Schrodinger

Meta da aula

Introduzir a funcdo de onda e a
Equacdo de Schrodinger.

e interpretar fisicamente a funcdo de onda;

e obter informacdo sobre um sistema microscopico, a partir
da funcdo de onda.

Pré-requisito

Para uma melhor compreensao desta aula,

é preciso que vocé reveja o conceito de equagdes
em derivadas parciais, tais como a equacao de
ondas, vista na Aula 11 de Fisica 2B.
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FUNCAO DE ONDA E EQUACAO DE SCHRODINGER

Vimos, nas aulas do Médulo 1 desta disciplina, que as particulas
microscopicas, como os elétrons, nao se movem seguindo as leis cldssicas
do movimento, dadas pela Mecanica Newtoniana. Essas particulas,
porém, seguem outras leis que parecem ser mais apropriadas para
a propagag¢io de ondas. Isso ficou claro, de forma qualitativa, na
Aula 2, na qual vimos surgir um padrao de interferéncia, quando um feixe
de elétrons passa através de uma fenda dupla. Neste modulo, iniciaremos
um estudo guantitativo da dinamica das particulas quanticas, por meio
de seus postulados e de sua formulagao matemdtica precisa. Afinal, quais
sdo as leis que regem o movimento das particulas microscopicas?

Vamos considerar uma particula microscopica (por exemplo,
um elétron) que se movimenta em trés dimensdes. Vamos aceitar, como
postulado, que o estado dessa particula, em um instante de tempo ¢,
é completamente definido por uma quantidade complexa chamada
funcdo de onda, e indicada pelo simbolo ¥(x,y,z,t), em que (x,y,z) sdo

as coordenadas espaciais.

O que queremos dizer com a expressdo "estado de uma particula”?
Na mecanica classica, o estado de uma particula é conhecido por meio
de sua posicdo e de sua velocidade em um determinado instante. Este
conhecimento, somado ao conhecimento da forca (ou, se preferirem,
da energia potencial) que atua sobre esta particula, permite a descricdo
completa da sua trajetéria subsequente através da integracdo da 2° Lei de
Newton. J&4 um movimento ondulatério, como vimos no Médulo 1, sera
totalmente conhecido, se soubermos a dependéncia espacial e temporal
da funcéo de onda. Por exemplo, no caso de ondas na superficie da agua,
vimos que uma func¢ado de onda apropriada era a altura do nivel da agua.
Note que, no caso das particulas quanticas, a descricio matematica é muito
mais parecida com a das ondas do que com a das particulas classicas.

Como vimos na Aula 11 de Fisica 2B, no caso de ondas classicas,
a fun¢do de onda é a solu¢do de uma equagio em derivadas parciais
conhecida como equagio da onda. Entdo, é razodvel supor que a funcdao
de onda de uma particula quantica deve também satisfazer a uma equacdo
de onda. Que equagio € esta? Veremos a seguir.

Suponha que a particula quantica tenha massa 72 e se mova sob
a influéncia de uma energia potencial V(x,y,z,t). Postula-se, entdo, que a
fungio de onda satisfaca a seguinte equacdo em derivadas parciais:
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em que ii=h/21 ,sendo h a constante de Planck.
Esta é a famosa Equacdo de Schrodinger, proposta pelo
fisico austriaco Erwin Schrodinger (Figura 4.1), em 1926.
Note que essa equacdo parece um pouco mais complicada
que a equacao da onda cldssica que conhecemos. Mas nao
se preocupe, em breve vocé estard bastante familiarizado

com ela.

Notem que estamos postulando que o estudo de um sistema
microscépico consiste em encontrar a funcado de onda v, a

qual satisfaz a Equacao de Schrodinger. A Unica justificativa
para a descricdo da Fisica Quantica ser baseada nessas
suposicoes é que elas funcionam. Em outras palavras, a Fisica
Quantica baseada nessas suposi¢des descreve corretamente
todos os fenémenos aos quais tem sido aplicada. Existem,
na literatura, apresentacdes da Equacdo de Schroédinger
como sendo derivada da equacdo de onda, fazendo,

Figura 4.1: O fisico austriaco Erwin
Schrédinger (1887-1961), que, por seu
trabalho de 1926, no qual propds a
equacdo que ganhou seu nome para
a descricao da dinamica das particulas
quanticas, foi agraciado, juntamente
com o fisico inglés Paul Dirac, com o
Prémio Nobel de Fisica de 1933.

com isso, diversas consideracdes que tentam mostrar a
sua plausibilidade. Nos preferimos, entretanto, trata-la
como de fato ela é: um postulado. Nao é possivel chegar a
Fisica Quantica a partir da Fisica Classica apenas por uma
argumentacdo logica!

A partir de agora, vamos nos restringir ao caso unidimensional,
em que x € a unica coordenada. Além de levar a uma maior simplicidade,
esse caso serd suficiente para estudar a maioria das aplicacdes que
consideraremos neste curso. No caso unidimensional, a Equacdo (4.1)
se escreve:

oV (x,t) n* 0% (x,1)
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Vemos imediatamente que, pelo fato de ser solu¢ao de uma equagio
complexa em derivadas parciais, a fun¢do de onda serd necessariamente
uma fungio complexa. Este fato serd discutido no préximo item. A fun¢ao
de onda ¥(x,?) é uma fun¢io continua e, sempre que o potencial V(x,?)

for finito, com derivada também continua.
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Figura 4.2: O fisico alemao Max
Born (1882-1970), que formulou
a interpretacdo probabilistica da
funcdo de onda e, por isso, foi
agraciado com o Prémio Nobel
de Fisica de 1954.
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INTERPRETACAO FiSICA DA FUNCAO DE ONDA

Antes de comecarmos a resolver a Equacdo de Schrodinger
em situacoes especificas, o que serd feito nas proximas aulas, vamos
entender melhor o significado da fun¢io de onda. Até o momento, ela
parece apenas como uma quantidade abstrata. Serd mesmo assim? Bem,
vemos que, pelo fato de a fung¢do de onda ser uma quantidade complexa,
ela ndo pode ser medida diretamente por nenhum instrumento fisico.
Isso significa que ndo hd um sentido fisico imediato para essa fung¢io!
Portanto, vamos deixar bem estabelecido que, de fato, a funcio de onda
de um sistema nada mais é do que uma representacdo matemdtica abstrata
do estado do sistema. Ela somente tem significado no contexto da teoria
quantica. Entdo, de que nos serve esta fungdo? Podemos utilizd-la, de
alguma forma, para descrever o mundo fisico?

Max Born, em 1926, postulou que a densidade de probabilidade
p(x,t) de se encontrar a particula na posi¢ao x, no instante #, poderia ser
obtida a partir da fun¢io de onda pela relacao:

plx,t) = |¥(x, 1) (4.3)
de modo que a probabilidade de encontrarmos a particula em

uma regido g < x < b no instante ¢ é dada por:
b 2
Pla,b]=[ [W(x,t) dx . (44

Note que esta é apenas uma versao matematicamente mais precisa
do que encontramos em nossos experimentos de fenda dupla descritos na
Aula 2. Esse resultado é conhecido como “interpretacdo probabilistica
da funcao de onda”. Como toda probabilidade que se preza, Pla,b]
deve ser real e positiva, qualquer que seja o intervalo considerado. Isto
é garantido pelo fato de que |‘I’(x,1f)|2 =¥ (x,t)¥(x,t) € real e positivo.
Lembre-se: é o mddulo ao quadrado de um nimero complexo! Além
disso, a probabilidade deve ser normalizada, ou seja, a probabilidade
de se encontrar a particula em gualquer regiio do espago, num dado

instante de tempo, deve ser igual a 1:

f:|‘{’(x,t)|2dx =1. (4.5)



Esta condicao é conhecida como “normaliza¢ao da funcio
de onda”. Toda funcdo de onda que se preza deve estar devidamente

normalizada. Em trés dimensdes, a relacdo correspondente é

0 oo oo
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Figura 4.3: Energia potencial e fun¢do de onda em t = 0 do estado de mais baixa energia do poco infinito.

ATIVIDADE
‘ 1. Vamos exercitar alguns conceitos associados a interpretacdo
probabilistica da funcdo de onda? A Figura 4.3 mostra, em t=0, a

‘ funcdo de onda do chamado estado fundamental (o estado de energia
’ mais baixa) do poco de potencial infinito. O poco infinito é aquele em
que a energia potencial é zero numa certa regido (no caso mostrado na
Figura 4.3, em —a /2 < x < a / 2) e infinita em todo o resto do espaco.
Trata-se de uma idealizacdo, mas é muito Util para estudar os pocos de
potencial encontrados na natureza. \leremos, nas préximas aulas, como
resolver a Equacao de Schrédinger para o poco infinito, mas este nao é
0 nosso foco no momento. Conhecemos a solucdo e vamos trabalhar
um pouco com ela.

A funcdo de onda do estado fundamental é a seguinte:

Wt = Acosye'iE’/h, —a/2<x< a2

0 ,x2af2 ou x<-af2

em que E é a energia da particula no referido estado e A é um nGimero
real chamado de “constante de normalizacado”, a ser determinado.

CEDERJ

43

AULA HMODULO 1



Introducdo a Mecanica Quantica | Funcdo de onda e Equagéo de Schrodinger

a4

a. Usando o postulado de Born, obtenha a densidade de probabilidade
p(x,t) de se encontrar a particula em um ponto qualquer do eixo x, no
instante t. Verifique que esta densidade é real e positiva.

b. Imponha a condicdo de normalizacdo e encontre a constante A.

c. Ache a probabilidade de se encontrar a particula na metade direita
do poco (x > 0).

RESPOSTA COMENTADA

a. Para calcular a densidade de probabilidade, basta usar o postulado
de Born. Assim, obtemos

Acos—e"" x Acos—e ™" = A* cos’ —=, —a/2 <x < a/2.
a

¥ (x,t)¥(x,1) = a a

CEDERJ

0, x>a/2 ou x<-a/2

Como um cosseno ao quadrado é sempre real e positivo, a densidade
de probabilidade também é real e positiva. Note ainda que a densidade
é mdxima na origem.

b. A condicdo de normalizagdo € imposta da seguinte forma: J. |‘P(x, t)|2 dx =1

Assim, podemos obter a constante A: =2
T 2 %° X a 2
[|¥x,t) dx = [ A’cos® =dx=1=A’S=1=A=,|=
o ) a 2 a

¢. A probabilidade de encontrarmos a particula na metade direita do poco
€ dada pela Equacdo (4.5):

oo

2 T 1
P[0, o] = [|¥(x,7) dx =[=cos’ —dx === 50%
[0, ] £| (x t)| x '(!.acos p x > _

Ou seja, a particula pode estar com igual probabilidade do lado direito

e do lado esquerdo do poco. Isto é esperado, visto que o potencial €
simétrico com relagdo & origem!

OPERADORES E VALORES ESPERADOS

A esta altura, vocé ja deve estar convencido da natureza
probabilistica do mundo quantico (ou, a0 menos, deve ter se conformado
com ela). Vimos, na experiéncia de fenda dupla (Aula 2), que nao podemos
prever o resultado de um tnico evento (como a posicao do impacto de

um elétron no anteparo). Podemos, porém, fazer uma andlise estatistica



de um nimero muito grande de eventos. Por exemplo, se fizermos varias
medidas da posi¢do x do elétron no anteparo, que valor médio ou valor
esperado da posigio (x) iremos obter?

O resultado importantissimo descrito no item anterior nos permite
fazer este cilculo. Uma vez que temos a distribui¢do de probabilidades,
isto se torna simples, basta usar um resultado bem conhecido de estatistica
elementar:

*dx . (4.6)

<x> = Tx |‘I’(x,t)

Seguindo essa receita, podemos calcular outras quantidades de
interesse, tais como o valor esperado (f) de uma func¢do qualquer da
posi¢ao x, f(x). Essa quantidade é dada pela expressdo usual para o

valor esperado:

> dx (4.7)

()= [ Folwn

mas que escreveremos na forma

oo

()= j W (x,1)f ()W (x, £)dx. (4.8)
A Equagio (4.8) é completamente equivalente a Equagdo (4.7). Mas,
entdo, qual é a vantagem de escrevé-la desta forma? Na verdade, a Equacao

(4.8) é apenas um caso particular do seguinte resultado mais geral:

oo

(O)= [¥ () O[¥(x.t)]dx,  (4.9)

em que O é um operador quantico e (O) é seu valor esperado.
Um operador quantico “opera” ou atua sobre uma func¢io de onda, e
o resultado € uma outra funcio. Indicamos por O[¥(x,#)] o resultado
da operacdo do operador O sobre a fun¢do de onda ¥. No caso mais
simples, um operador pode ser uma funcio f(x). Quando isso acontece,
o resultado da operacdo é simplesmente o produto da fungio f pela
fungio de onda ¥, ou seja, O[¥(x,2)] = f(x)¥(x,?) . Neste caso, a ex-
pressdo (4.9) se reduz a (4.8). Porém, no caso mais geral, um operador
quantico pode envolver opera¢des mais complicadas, como, por exemplo,

a diferenciacdo. Veremos exemplos desse tipo na Aula 5.
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Afinal, para que servem os operadores quanticos e a Equacdo
(4.9)? Certamente nio sdo apenas uma curiosidade matematica, muito
pelo contrdrio. Os operadores desempenham um papel central no
formalismo da Fisica Quantica. Este papel é definido pelo seguinte
postulado: A cada grandeza fisica corresponde um operador quantico.
E mais: supondo uma particula no estado quantico definido pela fun¢ao
de onda ¥, o valor esperado da medida da grandeza fisica correspondente
ao operador O (ou seja, o valor médio estatistico de muitas medidas
desta grandeza) é dado pela Equacdo (4.9).

Vale a pena meditar sobre a importancia desse resultado. Na
Aula 2, aprendemos que na Fisica Quantica é impossivel prever, com
certeza, o resultado de uma tnica medida. Na ocasido, vocé pode ter
sentido uma limitagio repentina em suas possibilidades de conhecer a
dindmica de um sistema fisico, algo que ndo existia na Fisica Classica.
Agora, observamos que a0 menos o valor médio de um niimero muito
grande de medidas pode ser predito pela teoria. Recuperamos, ainda que
parcialmente, nosso poder preditivo.

Na préxima aula, conheceremos dois operadores bastante
importantes, associados a energia e ao momento linear. Veremos que
eles ndo podem ser definidos por uma simples fungiao da posicio f{(x).
Mas, antes, que tal trabalharmos um pouco com alguns operadores

mais simples?

ATIVIDADE FINAL

Considere mais uma vez a fun¢do de onda do estado fundamental do poco infinito

— Equacéao (4.6).
a. Calcule o valor esperado da posicdo x e interprete seu resultado.

b. Além do valor esperado de um conjunto de muitas medidas, podemos calcular

o desvio-padrdo Ax =, [<x2> — <x>2 O desvio-padrao mede a faixa de valores em
que a probabilidade de medida é alta. Dessa forma, ele dd uma idéia da incerteza

da medida. Calcule o desvio-padrdo da posicdo para o estado fundamental do

poco infinito.
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RESPOSTA COMENTADA

a. O valor esperado da posicdo é obtido da seguinte forma:

o af2
(x)= I W (x, 1) (x,8) x¥ (x,2)dx = j %cosEe’E”h X 2 cos X ¢ e =
J a a a

—af2 a
aj2

2 X
- j xcos’ —dx = 0.
a_y, a

Podemos entender este resultado por simetria: a particula tem igual
probabilidade de ser encontrada do lado direito e do lado esquerdo do
pogo, de modo que o valor mais provdvel é x = 0.

b. Calcular a incerteza Ax = <x2> - <x>2

2% X a* (n
<x2>=— J x* cos’ — dx =—|—-1 =0,0334"
a_y, a 2n°| 6

ax=[(x*)=0,18a.

RESUMO

O estado quantico de uma particula é descrito por sua funcdo de onda, que
satisfaz a Equacao de Schréodinger. O moédulo ao quadrado da funcdo de onda
nos da a amplitude de probabilidade de encontrarmos a particula numa certa
posicao. A cada grandeza fisica corresponde um operador quantico. Assim, com o
conhecimento da fun¢do de onda, é possivel obter o valor esperado das medidas

dessa grandeza.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, vamos conhecer os operadores energia e momento linear

e descreveremos o Principio da Incerteza de Heisenberg.

CEDERJ

47

AULA HMODULO 1



