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Introdugédo

O problema

Quem é quem

@ Um problema muito comum na fisica € o de conhecermos
os valores de uma funcao em uma série de pontos e
desejamos fazer previsoes ou estimativas fora deles
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Introdugédo

O problema

Quem é quem

@ Um problema muito comum na fisica € o de conhecermos
os valores de uma funcao em uma série de pontos e
desejamos fazer previsoes ou estimativas fora deles

@ Conhecimento da forma analitica subjascente ao problema
— estimar parametros da funcao
Regressao
@ Estimar valor da fungéo entre os valores conhecidos —
interpolacéo
@ Estimar valor da fungéo fora do intervalo de valores
conhecidos — extrapolagao
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Introdugédo

O que usar?
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Introdugédo

O que usar?

@ Ajuste de dados é mais confidavel que interpolacao € mais
confiavel que extrapolacao

@ Os algoritmos para interpolacao "servem” para
extrapolacao

@ Contudo, sdo muito menos confiaveis
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Interpolacao polinomial

@ Suponha que conhegamos y; = f(x;) em N + 1 pontos
Xo < Xqg <...<XNn
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Interpolacao polinomial

@ Suponha que conhegamos y; = f(x;) em N + 1 pontos
Xo < Xqg <...<XNn

@ Existe um Unico polinbmio Fy(x) de grau N que passa por
todos eles Pn(x;) = y;

Pn(X) = ap+a1 (x—Xp)+a2(x—Xp)(X—xq)+- - -+an(x—x0) (X—xq) - - - (X—xn—1)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Interpolacao polinomial

@ Suponha que conhegamos y; = f(x;) em N + 1 pontos
Xo < Xqg <...<XNn

@ Existe um Unico polinbmio Fy(x) de grau N que passa por
todos eles Pn(x;) = y;

Pn(X) = ap+a1 (x—Xp)+a2(x—Xp)(X—xq)+- - -+an(x—x0) (X—xq) - - - (X—xn—1)

a = Yo
+ ai(xy —x) = Yy
+ ai(xe—Xx) + a(x—x)(x-X) = )
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Interpolacao polinomial

@ Suponha que conhegamos y; = f(x;) em N + 1 pontos
Xo < Xqg <...<XNn

@ Existe um Unico polinbmio Fy(x) de grau N que passa por
todos eles Pn(x;) = y;

Pn(X) = ap+a1 (x—Xp)+a2(x—Xp)(X—xq)+- - -+an(x—x0) (X—xq) - - - (X—xn—1)

a = Yo
a + a(xy—x) = »
+ ai(xe—Xx) + a(x—Xx)(x-Xx) = )
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Interpolacao polinomial

@ Suponha que conhegamos y; = f(x;) em N + 1 pontos
Xo < Xqg <...<XNn

@ Existe um Unico polinbmio Fy(x) de grau N que passa por
todos eles Pn(x;) = y;

Pn(X) = ap+a1 (x—Xp)+a2(x—Xp)(X—xq)+- - -+an(x—x0) (X—xq) - - - (X—xn—1)

a = Yo
a + ai(x1—x) = »
a + ailxe—x) + ale-x)(e—-x1) = ¥y
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x)
9 fO(X):M:a1+aQ(X7X1)+"'+

X—Xo

an(x —x1) -+ (X — Xn—1)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x)
9 fO(X):M:a1+aQ(X7X1)+"'+

X—Xo

an(x — x1) - (X — Xn—1) = a1 = fo(x1)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x)
9 fO(X):M:a1+aQ(X7X1)+"'+

X—Xo
an(x —x1) -+ (X = xn-1) = ar = fo(x1)
Q fi(x) = BLIZ0C) — g, 4 ay(x — xp) +--- +

an(x — x2) -+ (X — Xn—1)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x)
9 fO(X):M:a1+aQ(X7X1)+"'+

X—Xo

an(x — x1) - (X — Xn—1) = a1 = fo(x1)

e f1(x):M:az+a3(x—x2)+---+

X—X4

an(x —x2) - (X — xn—1) = a2 = f1(x2)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x0)
Q fh(x) = =00 — gy 4 ap(x — xq) -+

aN (XX ));1)'~~(X7XN,1):> a :fo(X1)

e f1( ):M:32+33(X_X2)+...+

an(x —x2) - (X — xn—1) = a2 = f1(x2)
© Em geral, temos
fr—o(X) — fr_a(Xk—1)

fr—1(x) = X X =

ak + ar1(X — X)) + -+ an(X — Xk) - (X — Xn—1)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico

Calculo dos coeficientes

Q a = f(x0)
Q fh(x) = =00 — gy 4 ap(x — xq) -+

aN (XX ));1)'~~(X7XN,1):> a :fo(X1)

e f1( ):M:32+33(X_X2)+...+

an(x —x2) - (X — xn—1) = a2 = f1(x2)
© Em geral, temos
fr—o(X) — fr_a(Xk—1)

fr—1(x) = X X =

ak + ar1(X — X)) + -+ an(X — Xk) - (X — Xn—1)

= ax = fk,1(Xk)
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagéo ) 3
polag Spline cubico
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= Interpolagéo Polinomial
Interpolagéo § 5
Spline cubico

Interpolacao polinomial
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ A interpolagéo polinomial deve ser feita em cada ponto
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ A interpolagéo polinomial deve ser feita em cada ponto
@ Em pontos diferentes, obtemos polinémios diferentes
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Interpolagéo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ A interpolagéo polinomial deve ser feita em cada ponto
@ Em pontos diferentes, obtemos polinémios diferentes
@ Erro pode ser grande préximo aos limites do intervalo.
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1

@ 5si(x) é um polindmio de grau 3
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1
@ si(x) € um polinémio de grau 3
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x) =y
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1
@ si(x) € um polinémio de grau 3
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x) =y
© Continuidade de s(x) = si(x;) = si_1(x;)) = yi
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1

@ 5si(x) é um polindmio de grau 3

@ Condigdes de contorno

@ Interpolagdo = s(x;) = y;
@ Continuidade de s(x) = si(x;) = si_1(x) =i
© Continuidade de s'(x) = si(x) =s/_,(x)
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= Interpolagdo Polinomial
Interpolagéo . e
Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para X; < X < Xji1
@ 5si(x) é um polindmio de grau 3
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x;) = y;

@ Continuidade de s(x) = si(x;) = si_1(x) =i
© Continuidade de s'(x) = si(x) = s/ i 1(x)
© Continuidade de s”(x) = s/(x;) = s/ ,(x;)
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= Interpolagdo Polinomial
Interpolagéo . e
Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
S(x) = sj(x) para X; <X < X;y1 nequagdes
@ 5si(x) é um polindmio de grau 3
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x;) = y;

@ Continuidade de s(x) = si(x;) = si_1(x) =i
© Continuidade de s'(x) = si(x) = s/ i 1(x)
© Continuidade de s”(x) = s/(x;) = s/ ,(x;)
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= Interpolagdo Polinomial
Interpolagéo . e
Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma

funcao
s(x) = si(x) para X <X < X1 nequagdes

@ s;j(x) € um polindmio de grau 3 4n coeficiente

@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x) =y

@ Continuidade de s(x) = si(x;) = si_1(x) =i
© Continuidade de s'(x) = si(x) = s/ i 1(x)
© Continuidade de s”(x) = s/(x;) = s/ ,(x;)
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para x; < x < Xj;1 nequagoes
@ s;j(x) € um polindmio de grau 3 4n coeficiente
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x;) = y; n equagdes

@ Continuidade de s(x) = si(x;) = si_ 1(x,) Yi nequagdes
© Continuidade de s'(x) = si(x) =s/_;(x;) (n—1)equacdes
© Continuidade de s”(x) = s/(x;) = s/ {(x;) (n—1)equacdes
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Spline cubico — objetivo

@ Interpolar um conjunto de n+ 1 pontos {x;, y;} com uma
fungéo
s(x) = si(x) para x; < x < Xj;1 nequagoes
@ s;j(x) € um polindmio de grau 3 4n coeficiente
@ Condigdes de contorno
@ Interpolagdo = s(x;) = y; n equagdes
@ Continuidade de s(x) = si(X;)) = sj_1(X;)) = ¥ nequacdes
© Continuidade de s'(x) = si(x) =s/_;(x;) (n—1)equacdes
© Continuidade de s”(x) = s/(x;) = s/ {(x;) (n—1)equacdes
©@ Condigdes de contorno livres nos extremos
s"(x0) =8"(xn) =0 2 equagdes
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

S,'(X) = a,-(x = X,')3 4= b,'(X = X,'+1)3 = C,‘(X — X,') aF d,’(X = X,'+1)

Precisamos, portanto, calcular {a;, b;, ¢;, d;}
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

S,'(X) = a,-(x = X,')3 4= b,'(X = X,'+1)3 = C,‘(X — X,') aF d,’(X = X,'+1)

Definindo y/ como a segunda derivada em x; (a determinar), temos
Yi

si(x) =y =6bi(xi— Xi+1)
78

= O 8l —x)
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

S,'(X) = a,-(x = X,')3 4= b,'(X = X,'+1)3 = C,‘(X — X,') aF d,’(X = X,'+1)

Definindo y/ como a segunda derivada em x; (a determinar), temos
Yi

si(x) =y =6bi(xi— Xi+1)
i’
= b=-—1—
: 6(Xir1 — X;)
s/(Xit1) = Sip1(Xip1) = Y = 6a(Xip1 — X;)
Vi1

= g =+
" B(Xip1 — X))
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

si(x) = ai(x — xi)% + bi(x — Xi11)® + Ci(X — X;) + Ai(X — Xi41)
Definindo y;” como a segunda derivada em Xx; (a determinar), temos
s’ (x) yi" = 6bi(X; — Xi11)
i’
= bi=- :
: 6(Xit1 — Xi)
s/(Xit1) = Sip1(Xip1) = Y = 6a(Xip1 — X;)
Vi1
= g=———"T——
I 6(Xit1 — Xi)
si(x) Viis (x —x)% - L’”(x — Xi11)% + ci(x — x;) + di(x — Xiz1)
6h; 6h;
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

Mas, si(x;) = yi e Si(Xi+1) = Vi+1, logo

y b y
Yirr = %hiz‘FCihi = Ci= let1 - 'g1 hi
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

Mas, si(x;) = yi e Si(Xi+1) = Vi+1, logo

y” y y//
Yirr = %hiz‘FCihi = Ci:Ih;;* 'g1 hi
" : 1"
Yi = %h,‘z*dihi = di:*%:Jr%hi
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinagéo de s;(x)

Mas, si(x;) = yi e Si(Xi+1) = Vi+1, logo

1" ) 7
Yisr = y’; W +cihi = ¢ = % - y,g1 hi
I
Vi’ o Yi Y’
Vi = 7h’, —dh = d,':*erfh,'
it ° /' noe
si(x) 6’; (x —x)% — i Xif1)®
! !
. 1 oy
+ (y’;‘ - y’g1 h,-) (x - xi) + <—% %h,) (X = Xi11)
1 !
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinacéo de y/

Usando a continuidade de s'(x) [s}(x) = s/_;(x))],
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinacéo de y/

Usando a continuidade de s'(x) [s)(x;) = s/_;(x;)], temos
R/ Vi1, B/
2h’+[h,~ g M|t |Th TN

/s Yi Y, Vi Vit
) h,,1 + [h,'_1 6 h,,1 + hi—1 + 6 h,,1

Alexandre Rosas Regressao, Interpolagdo e Extrapolagdo Numéricas



Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinacéo de y/

Usando a continuidade de s'(x) [s)(x;) = s/_;(x;)], temos
R/ .W+1__Yﬁ4 , B/
2h’+[h,~ g M|t |Th TN

/s Yi Y, Vi Vit
) h,,1 + [h,'_1 6 h,,1 + hi—1 + 6 h,,1

Donde

hi—1yi" 1 +2(hi—1 + )y + hiy!". 4
_5 [}/i—H ~Yi Vi _Yi—1]
h; hi_1
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Determinacéo de y/

Definindo u; = 2(h;_1 + h) e v, = y"*}{y’ YY1 temos que
resolver 0 seguinte sistema de equagdes:

u o -- y1” V1
hy u h 0 s yg Vo
0 h us hs 0 s yé’ V3

hn-a Upn-3 hp3 0 Y;;Ls Vn-3

hn—z Un—2 hp_2 y,/;_g Vn—2

hn—2  Up_ Vi Vn—1

Alexandre Rosas Regressao, Interpolagdo e Extrapolagdo Numéricas



Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Algoritmo

@ Dado o conjunto de pontos {x;, y;}, resolvemos o sistema
de equagbes acima, obtendo y;’.
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Algoritmo

@ Dado o conjunto de pontos {x;, y;}, resolvemos o sistema
~ H /!
de equagbes acima, obtendo y;".
©@ Para um ponto qualquer xg, encontramos i, tal que
Xi < Xo < Xjt1-
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Interpolagdo Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Algoritmo

@ Dado o conjunto de pontos {x;, y;}, resolvemos o sistema
de equagbes acima, obtendo y;’.

@ Para um ponto qualquer X, encontramos i, tal que
Xi < Xo < Xjt1-

© Calculamos a interpolagido em xg

Si(xo) = Yist (X0 — xi)° — /i (X0 — Xi41)°
' 6h; " eh a
. r {/
N (}4;1 _ y,g1 h,-) (X0 — Xi) + <—%’I - }g h,) (X0 — Xi41)
]
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ O método Spline gera uma funcao que pode ser avaliada
para qualquer ponto
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ O método Spline gera uma funcao que pode ser avaliada
para qualquer ponto

@ Chamadas sucessivas para diferentes pontos nao
requerem novas interpolacoes
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Spline cubico

Observacoes finais

@ O método Spline gera uma funcao que pode ser avaliada
para qualquer ponto

@ Chamadas sucessivas para diferentes pontos nao
requerem novas interpolacoes

@ Suavidade da curva é garantida
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Objetivo e Tipos

Objetivo
@ Modelar a relacido entre uma ou mais variaveis
dependentes e as variaveis de controle
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Objetivo e Tipos

Objetivo
@ Modelar a relacido entre uma ou mais variaveis
dependentes e as variaveis de controle

@ Conhecendo a dependéncia funcional entre as variaveis

dependentes e de controle, encontrar os parametros que
melhor ajustam a fungao aos dados
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Objetivo e Tipos

Objetivo
@ Modelar a relacido entre uma ou mais variaveis
dependentes e as variaveis de controle

@ Conhecendo a dependéncia funcional entre as variaveis
dependentes e de controle, encontrar os parametros que
melhor ajustam a fungao aos dados

@ A funcgado n&o passa necessariamente por todos os pontos,
mas deve minimizar o erro  (minimos quadrados)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Minimos quadrados

@ Assim como no caso da interpolagao, conhecemos N
pontos {Xx;, y;}
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Minimos quadrados

@ Assim como no caso da interpolagao, conhecemos N
pontos {x;, y;}
@ Temos também uma fungéo f(x; as, a, ..., a), onde {a;}

sao 0s parametros ajustardo a funcao
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Minimos quadrados

@ Assim como no caso da interpolagao, conhecemos N
pontos {x;, y;}
@ Temos também uma fungéo f(x; as, a, ..., a), onde {a;}

sao 0s parametros ajustardo a funcao
@ Por exemplo, f(x) = a;x + a
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Minimos quadrados

@ Assim como no caso da interpolagao, conhecemos N
pontos {x;, y;}

@ Temos também uma fungéo f(x; as, a, ..., a), onde {a;}
sao 0s parametros ajustardo a funcao

@ Por exemplo, f(x) = a;x + a

@ Podemos "medir” a distancia entre a fungéao e os pontos
(erro) pela soma dos quadrados das diferengas

Alexandre Rosas Regressao, Interpolagdo e Extrapolagdo Numéricas



Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Minimos quadrados

@ Assim como no caso da interpolagao, conhecemos N
pontos {x;, y;}
@ Temos também uma fungéo f(x; as, a, ..., a), onde {a;}

sao 0s parametros ajustardo a funcao
@ Por exemplo, f(x) = a;x + a

@ Podemos "medir” a distancia entre a fungéao e os pontos
(erro) pela soma dos quadrados das diferengas

N
X2 = [f(x) — yi?
i=
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Regressao linear
Regressao nao-linear

Regressao

Regressao linear: um exemplo

Minimizar x2 = SN [a1x; + a0 — yi?

O\2 N N N
s 2 [31 (fo) + ap ( x,-) - (Z x,-y,-)] =0
1 i—1 i—1 i—1

) ()]

i=1 i=1
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regresséo linear

Resolvendo o sistema para a; e g; temos

N (Z,-’L Xi}’i) - (Ef\; Xi) (ZL YI)
N (Z;\L‘I XIZ) - (ZL Xi)z

(Z;’L X,2> (Z,-A; y,~> — (Zil\; Xi) (Zf\; X/Y/)
N (I ) = (o)

ap =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regresséo linear

Interpretacgéo fisica
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

Coeficiente de correlacao
(xy) = X))

V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

Coeficiente de correlacao
(xy) = X))

V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)

@ Dados correlacionados:
y=1f(x)=ay+ax = r=sinal(ay)

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

(xy) — (x)(¥)
V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)
@ Dados correlacionados:

y=1f(x)=ap+ ajx = r=sinal(ay)
e r >0 — dados correlacionados

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

Coeficiente de correlacao
(xy) = X))

V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)

@ Dados correlacionados:
y=1f(x)=ap+ ajx = r=sinal(ay)
e r >0 — dados correlacionados
@ r <0 — dados anti-correlacionados

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

Coeficiente de correlacao
(xy) = X))

V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)

@ Dados correlacionados:
y=1f(x)=ap+ ajx = r=sinal(ay)
e r >0 — dados correlacionados
@ r <0 — dados anti-correlacionados

@ r=0 = y ndo depende de x

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Qualidade da regressao

Coeficiente de correlacao
(xy) = X))

V(03 = (x)2) ((v3) - (¥)?)

@ Dados correlacionados:
y=1f(x)=ay+ax = r=sinal(ay)
e r >0 — dados correlacionados
e r <0 — dados anti-correlacionados
@ r=0 = y ndo depende de x

Quanto mais proximo de 1 for o valor de r?,
melhor a regressao

r =
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao linear: teoria geral

@ No exemplo anterior, consideramos a fungéo
f(x) =ap + aix

@ O termo linear NAO se refere a variavel x
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao linear: teoria geral

@ No exemplo anterior, consideramos a fungéo
f(x) =ap + aix

@ O termo linear NAO se refere a variavel x

@ Para a regressao linear o importante € a linearidade de a
e a4
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao linear: teoria geral

@ No exemplo anterior, consideramos a fungéo
f(x) =ap + aix

@ O termo linear NAO se refere a variavel x

@ Para a regressao linear o importante € a linearidade de a
e a4

@ Em geral, podemos fazer uma regressao linear da funcao
f(x) = akgk(x)
K

onde gk(x) pode ser qualquer.
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Regressao linear
Regressao nao-linear

Regressao

Regressao linear: teoria geral

Minimizar x2 = SN (2, akgk (X)) — yil?

9 2 N N
% =2|> a ng(xi)gj(xi)> - (Z gj(Xi)YI>] =0

g k i=1 i=1
Definindo Gyj = S gk(x1)g;(x1) € Vi = oI, g;(x;)y; temos:

> aGy =Y
k

Sistema linear = solugao analitica
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;,In(y;)}
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;,In(y;)}

@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;, In(y;)}
@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
Transformagéao:
g(x) =Inf(x) = BIn(x) +In A= ayIn(x) + ao
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;, In(y;)}

@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
Transformagéao:
g(x) =Inf(x) = BIn(x) +In A= ayIn(x) + ao
Regressao linear de {In(x;),In(y;)}
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;,In(y;)}

@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
Transformagéao:
g(x) =Inf(x) = BIn(x) +In A= ayIn(x) + ao
Regressao linear de {In(x;), In(y;)}

© Logaritmo — f(x) = Aln(Bx)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;, In(y;)}

@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
Transformagéao:
g(x) =Inf(x) = BIn(x) +In A= ayIn(x) + ao
Regressao linear de {In(x;),In(y;)}

© Logaritmo — f(x) = Aln(Bx)
Notando que f(x) = Aln(x) + AIn B = a; In(x) + ap
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Linearizacao

Algumas fung¢des nao-lineares podem ser linearizadas

@ Exponencial — f(x) = Aexp(Bx)
Transformagao: g(x) =Inf(x) = Bx+InA=ajx+ ag
Regressao linear de {x;, In(y;)}

@ Lei de poténcia — f(x) = Ax?
Transformagéao:
g(x) =Inf(x) = BIn(x) +In A= ayIn(x) + ao
Regressao linear de {In(x;),In(y;)}

© Logaritmo — f(x) = Aln(Bx)
Notando que f(x) = Aln(x) + AIn B = a; In(x) + ap
Regressao linear de {In(x;), yi}
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao nao-linear

@ Para regressdes lineares, a minimizacéo de x? levou a um
sistema de equacdes lineares
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao nao-linear

@ Para regressdes lineares, a minimizacéo de x? levou a um
sistema de equacdes lineares

@ Portanto, uma solugdo analitica foi possivel
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao nao-linear

@ Para regressdes lineares, a minimizacéo de x? levou a um
sistema de equacdes lineares

@ Portanto, uma solugdo analitica foi possivel
@ No caso da regressao nao-linear, isto ndo é possivel
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Regressao nao-linear

@ Para regressdes lineares, a minimizacéo de x? levou a um
sistema de equacdes lineares

@ Portanto, uma solugdo analitica foi possivel
@ No caso da regressao nao-linear, isto ndo é possivel

@ Contudo, se olharmos para x? no espaco de parametros
{ak}, o problema se resume a encontrar o minimo —
solucao iterativa
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Multiplos minimos

Exemplo: f(x) cos?(ayx) cos?(axx)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Multiplos minimos

Exemplo: f(x) = 10 cos?(ayx) cos?(anx)




Regressao linear
Regressao nao-linear

Regressao

Como encontrar o minimo?

O problema
Encontrar o minimo de

N

XP(ar,a,...,as) = > _[Fx(a, ae,. .., as)]
k=1
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Como encontrar o minimo?

O problema

Encontrar o minimo de

N
XP(ar,a,...,as) = > _[Fx(a, ae,. .., as)]
k=1

Todos os métodos séo iterativos
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Como encontrar o minimo?

O problema

Encontrar o minimo de

N
XP(ar,a,...,as) = > _[Fx(a, ae,. .., as)]
k=1

Todos os métodos séo iterativos
@ Steepest descent
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Como encontrar o minimo?

O problema

Encontrar o minimo de

N
XP(ar,a,...,as) = > _[Fx(a, ae,. .., as)]
k=1

Todos os métodos séo iterativos
@ Steepest descent
© Algoritmo de Gauss-Newton
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Como encontrar o minimo?

O problema

Encontrar o minimo de

N
XP(ar,a,...,as) = > _[Fx(a, ae,. .., as)]
k=1

Todos os métodos séo iterativos
@ Steepest descent
© Algoritmo de Gauss-Newton
© Algoritmo de Levenberg-Marquardt
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

@ Intuitivamente € o método mais simples
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

@ Intuitivamente € o método mais simples

@ A partir de um ponto inicial (no espago de parametros), se
aproxima do minimo local tomando passos proporcionais
ao negativo do gradiente
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

@ Intuitivamente é o método mais simples

@ A partir de um ponto inicial (no espaco de parametros), se
aproxima do minimo local tomando passos proporcionais
ao negativo do gradiente

@ O gradiente diz a diregdo em que a fungao cresce mais
rapido
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

@ Intuitivamente é o método mais simples

@ A partir de um ponto inicial (no espaco de parametros), se
aproxima do minimo local tomando passos proporcionais
ao negativo do gradiente

@ O negativo do gradiente diz a diregao em que a fungéao
decresce mais rapido
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

@ Intuitivamente é o método mais simples

@ A partir de um ponto inicial (no espaco de parametros), se
aproxima do minimo local tomando passos proporcionais
ao negativo do gradiente

@ O negativo do gradiente diz a diregao em que a fungéao
decresce mais rapido

@ Portanto, d,.1 = d, — AVF, com \ > 0 suficentemente
pequeno, se aproxima sucessivamente do minimo local
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

X0, Yo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

X0, Yo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

X0, Yo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

X0, Yo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Steepest descent

X0, Yo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Problemas do steepest descent

@ O algoritmo pode levar muitas iteracdes para convergir
para o minimo local se as curvaturas forem diferentes nas
diferentes direcoes
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Problemas do steepest descent

@ O algoritmo pode levar muitas iteracdes para convergir
para o minimo local se as curvaturas forem diferentes nas
diferentes direcoes

@ S0 funciona se comegarmos proximo ao minimo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente & pequeno
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente &€ pequeno e passos
pequenos quando o gradiente é grande
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente &€ pequeno e passos
pequenos quando o gradiente é grande

@ O método do steepest descent faz o oposto
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente &€ pequeno e passos
pequenos quando o gradiente é grande

@ O método do steepest descent faz o oposto

@ Uma possivel solugao é usar também a curvatura
(segunda derivada) para determinar o passo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente &€ pequeno e passos
pequenos quando o gradiente é grande

@ O método do steepest descent faz o oposto

@ Uma possivel solugao é usar também a curvatura
(segunda derivada) para determinar o passo

@ Para tanto, notamos que no ponto de minimo V£(&) = 0.
Logo, podemos escrever

V(&) = Vi(do)+(d—a)V2f(Fo) = &= do—[V2F(d0)] ' Vi(Zo)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ Para achar o minimo, seria conveniente dar passos
grandes quando o gradiente &€ pequeno e passos
pequenos quando o gradiente é grande

@ O método do steepest descent faz o oposto

@ Uma possivel solugao é usar também a curvatura
(segunda derivada) para determinar o passo

@ Para tanto, notamos que no ponto de minimo V£(&) = 0.
Logo, podemos escrever

V(&) = Vi(do)+(d—a)V2f(Fo) = &= do—[V2F(d0)] ' Vi(Zo)
@ Que, iterativamente, se torna
—1 .
Bt = 8n— [VZf(an)} V1(En)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ O método possui uma convergéncia rapida
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ O método possui uma convergéncia rapida

@ Contudo, a taxa de convergéncia depende sensivelmente
do ponto de partida
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Gauss-Newton

@ O método possui uma convergéncia rapida

@ Contudo, a taxa de convergéncia depende sensivelmente
do ponto de partida

@ Torna-se particularmente lento se V2f for grande
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ Os algoritmos do steepest descent e de Gauss-Newton
sao, de certa forma, complementares em suas vantagens
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ Os algoritmos do steepest descent e de Gauss-Newton
sao, de certa forma, complementares em suas vantagens

@ O algoritmo de Levenberg-Marquadt € uma mistura dos
dois
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg

@ Faca uma iteracdo usando a seguinte regra

1
§n+1 == an - [sz(an) + )\I:| Vf(an)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg

@ Faca uma iteracdo usando a seguinte regra

1
§n+1 == an - [sz(an) + )\I:| Vf(an)

© Calcule o erro com o novo vetor de parametros

Alexandre Rosas Regressao, Interpolagdo e Extrapolagdo Numéricas



Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg

@ Faca uma iteracdo usando a seguinte regra

—1
api1 = an— [sz(an) + )\I] Vi(an)

© Calcule o erro com o novo vetor de parametros

© Se o erro aumentar, despreze o novo vetor de parametros
e aumente A por um certo fator (normalmente 10)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg

@ Faca uma iteragdo usando a seguinte regra

—1
api1 = an— [sz(an) + )\I] Vi(an)

© Calcule o erro com o novo vetor de parametros

© Se o erro aumentar, despreze o novo vetor de parametros
e aumente A por um certo fator (normalmente 10)

© Se o erro diminuir, aceite o novo vetor e divida A pelo
mesmo fator
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg

@ Faca uma iteragdo usando a seguinte regra

—1
api1 = an— [sz(an) + )\I] Vi(an)

© Calcule o erro com o novo vetor de parametros

© Se o erro aumentar, despreze o novo vetor de parametros
e aumente A por um certo fator (normalmente 10)

© Se o erro diminuir, aceite o novo vetor e divida A pelo
mesmo fator

© Repita o processo até obter convergéncia
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ Para ) grande, o algoritmo anterior, despreza a curvatura
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ Para ) grande, o algoritmo anterior, despreza a curvatura

@ E interessante, no entanto, dar passos maiores na diregao
em que a curvatura é menor
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ Para ) grande, o algoritmo anterior, despreza a curvatura

@ E interessante, no entanto, dar passos maiores na diregao
em que a curvatura é menor

@ Marquardt propés, entao, alterar a regra de iteracao para

1
Bni1 = 8 — | V2H(&p) + Adiag(V?(dn)| V(&)
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ O algoritmo de Levenberg-Marquardt nao é um algoritmo
6timo
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ O algoritmo de Levenberg-Marquardt nao é um algoritmo
6timo
@ E heuristico
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ O algoritmo de Levenberg-Marquardt nao é um algoritmo
6timo

@ E heuristico

@ Contudo, funciona muito bem na pratica
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ O algoritmo de Levenberg-Marquardt nao é um algoritmo
6timo

@ E heuristico

@ Contudo, funciona muito bem na pratica

@ E o algoritmo mais usado
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

@ O algoritmo de Levenberg-Marquardt nao é um algoritmo
6timo

@ E heuristico

@ Contudo, funciona muito bem na pratica

@ E o algoritmo mais usado

@ Varias implementagdes estéao disponiveis na internet
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

by ¢ O X1 h
a b ¢ 0 X2 r2
0 a3 b3 C3 0 X3 I3
a2 bp2 Ccho O Xn_o o

an-1 bn1 Cn1 Xn_1 _1

an bn Xn I'n

Alexandre Rosas
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

b1 Cy 0 o X1 gl
ao b2 Co 0 X2 I
0 a3 bs c3 0 X3 r3
an-2 bp2 Cnoo 0 Xp_o Ih_o

an-1 bn_1 Cpq Xn_1 I'n—1

an bn Xn I'n

multiplicando primeira linha por —%f e somando a segunda
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

/81 C1 0 . Xq P
0 B ¢ 0 s X2 p2
0 a3 b3 C3 0 c. X3 r3
a2 bp2 cho2 O Xn_o Mn_o
an_1 bpn1 Cpq Xn_1 'n—1
dan bn Xn I'n

definindo By = b1, ﬁg = bg — %01, p1 =1 €ps=1Tro— a7?[)1
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

/81 C1 0 . Xq P
0 B o O s X2 p2
0 a3 b3 C3 0 S X3 I3
an-2 bp2 Cpo 0 Xp_o In_o
an_1 bpn1 Cpq Xn_1 'n—1
an bn Xn I'n
multiplicando segunda linha por —%2 e somando a terceira
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

/81 C1 0 . Xq P
0 B ¢ 0 s X2 p2
0 0 (3 3 0 e X3 P3
a2 bp2 cho2 O Xn_o Mn_o
an-1 bpny Cpq Xn_1 'n—1
dan bn Xn I'n

definindo 33 = by — Fco € p3 = r3 — Fp2
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

ﬁ.l Cq 0 Ce Xq 01
0 52 Co 0 .. Xo P2
0 0 (3 c3 O e X3 P3
0 Br2 Cno2 0 Xp—2 Pn—2
0 Bt Cn Xn—1 Pn—1
O ﬁn Xn Pn

procedendo recursivamente e definindo
Bn = bn — “giz Ch—1€pn=1In— %an
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Regressao linear

= Regressao nao-linear
Regressao

Resolugao de sistema tridiagonal

ﬁ.l C 0 . Xq 01
0 % & 0 - X2 P2
0 0 (3 c3 O e X3 P3
0 Br2 Cno2 0 Xp—2 Pn—2

0 Bt Cn Xn—1 Pn—1

0 Pn Xn Pn

agora, da ultima linha, temos que

Pn—j—Cn—jXn—j+1
ﬁn—j

Xn =15 € Xp_j=
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