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1.1 NUMEROS INTEIROS: ALGORITMOS
DE QUATRO OPERACOES
FUNDAMENTAIS NO SISTEMA DECIMAL
DE NUMERACAO, DIVISIBILIDADE E
DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS.

Conjunto dos Numeros Inteiros — Z

Definimos o conjunto dos niimeros inteiros como a reunido do
conjunto dos numeros naturais (N = {0, 1, 2, 3, 4,..., n,...}, 0 con-
junto dos opostos dos niimeros naturais e o zero. Este conjunto ¢é
denotado pela letra Z (Zahlen=numero em alemao). Este conjunto
pode ser escrito por: Z = {..., -4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4, ...}

O conjunto dos niimeros inteiros possui alguns subconjuntos
notaveis:

- O conjunto dos nimeros inteiros nao nulos:
Z¥={.,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,...};
Z¥=7-{0}

- O conjunto dos nimeros inteiros nao negativos:
Z=10,1,2,3,4,..}
Z ¢ o proprio conjunto dos nimeros naturais: Z, =N

- O conjunto dos nimeros inteiros positivos:
7* ={1,2,3,4,..}

- O conjunto dos niimeros inteiros nao positivos:
Z ={.,-5-4,-3,-2,-1,0}

- O conjunto dos nimeros inteiros negativos:
Z*¥ ={.,-5-4,-3,-2,-1}

Moédulo: chama-se médulo de um ntimero inteiro a distancia
ou afastamento desse nimero até o zero, na reta numérica inteira.
Representa-se o modulo por | |.

O modulo de 0 ¢ 0 e indica-se [0] =0

O modulo de +7 ¢ 7 e indica-se [+7| =7

O modulo de -9 ¢ 9 e indica-se |-9| =9

O moddulo de qualquer niumero inteiro, diferente de zero, ¢
sempre positivo.

Numeros Opostos: Dois niumeros inteiros sao ditos opostos
um do outro quando apresentam soma zero; assim, os pontos que
os representam distam igualmente da origem.

Exemplo: O oposto do nimero 2 é -2, e 0 oposto de -2 é 2, pois
2+(-2)=(-2)+2=0

No geral, dizemos que o oposto, ou simétrico, de a é — a, ¢
vice-versa; particularmente o oposto de zero ¢ o proprio zero.

Adicdo de Numeros Inteiros

Para melhor entendimento desta operagdo, associaremos aos

nimeros inteiros positivos a idéia de ganhar e aos numeros inteiros
negativos a idéia de perder.
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Ganhar 5 + ganhar 3 = ganhar 8 (+5) + (+3) = (+8)
Perder 3 + perder 4 = perder 7 (-3) + (-4) = (-7)
Ganhar 8 + perder 5 = ganhar 3 (+8) + (-5) = (+3)
Perder 8 + ganhar 5 = perder 3 (-8) + (+5) = (-3)

O sinal (+) antes do niimero positivo pode ser dispensado, mas
o sinal (—) antes do nimero negativo nunca pode ser dispensado.

Propriedades da adicio de niimeros inteiros: O conjunto
Z ¢ fechado para a adig@o, isto ¢, a soma de dois niimeros inteiros
ainda é um numero inteiro.

Associativa: Para todos a,b,c em Z:
at(b+c)=(a+tb)+c
2+(B3+7H=2+3)+7

Comutativa: Para todos a,b em Z:
atb=b+a
3+7=7+3

Elemento Neutro: Existe 0 em Z, que adicionado a cada z em
Z, proporciona o proprio z, isto é:

z+0=1z

7+0=7

Elemento Oposto: Para todo z em Z, existe (-z) em Z, tal que
z+(-z)=0
9+(9)=0

Subtracio de Numeros Inteiros

A subtracdo ¢ empregada quando:

- Precisamos tirar uma quantidade de outra quantidade;

- Temos duas quantidades e queremos saber quanto uma delas
tem a mais que a outra;

- Temos duas quantidades e queremos saber quanto falta a
uma delas para atingir a outra.

A subtragdo ¢ a operagdo inversa da adigdo.

Observe que: 9—-5=4 4+5=9

L, diferenca
subtraendo

minuendo

Considere as seguintes situacdes:

1- Na segunda-feira, a temperatura de Monte Sido passou de
+3 graus para +6 graus. Qual foi a variagdo da temperatura?

Esse fato pode ser representado pela subtragdo: (+6) — (+3)
=+3

2- Na terga-feira, a temperatura de Monte Sido, durante o dia,
era de +6 graus. A Noite, a temperatura baixou de 3 graus. Qual a
temperatura registrada na noite de terca-feira?

Esse fato pode ser representado pela adi¢do: (+6) + (-3) =+3

Se compararmos as duas igualdades, verificamos que (+6) —
(+3) é o mesmo que (+6) + (-3).
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Temos:

(+6) — (+3) = (+6) + (-3) =+3
(+3) = (+6) = (+3) + (-6) =-3
(-6) = (-3)=(-6) + (+3) =3

Dai podemos afirmar: Subtrair dois nimeros inteiros ¢ o mes-
mo que adicionar o primeiro com o oposto do segundo.

Multiplicacdo de Numeros Inteiros

A multiplicacdo funciona como uma forma simplificada de
uma adi¢do quando os niimeros sdo repetidos. Poderiamos analisar
tal situagdo como o fato de estarmos ganhando repetidamente al-
guma quantidade, como por exemplo, ganhar 1 objeto por 30 vezes
consecutivas, significa ganhar 30 objetos e esta repetigdo pode ser
indicada porum x,istoé: 1+1+1..+1+1=30x1=30

Se trocarmos o ntimero 1 pelo numero 2, obteremos: 2 +2 + 2
+..+2+2=30x2=060

Se trocarmos o numero 2 pelo numero -2, obteremos: (—2) +
(-2)+...+(-2)=30x(-2)=-60

Observamos que a multiplicagdo ¢ um caso particular da adi-
¢do onde os valores sdo repetidos.

Na multiplicacdo o produto dos nimeros «a e b, pode ser indi-
cado por a x b, a . b ou ainda ab sem nenhum sinal entre as letras.

Para realizar a multiplicacdo de niimeros inteiros, devemos
obedecer a seguinte regra de sinais:

D) x (+1) = (+1)

D x (D=1

DxED=(CD

D x (-1)=(+1)

Com o uso das regras acima, podemos concluir que:

Sinais dos nimeros Resultado do produto

Iguais Positivo

Diferentes

Negativo

Propriedades da multiplicacio de numeros inteiros: O
conjunto Z ¢ fechado para a multiplicagao, isto ¢, a multiplicagdo
de dois numeros inteiros ainda ¢ um numero inteiro.

Associativa: Para todos a,b,c em Z:
ax(bxc)=(axb)xc
2x(Bx7)=2x3)x7

Comutativa: Para todos a,b em Z:
axb=bxa
3x7=7x3

Elemento neutro: Existe 1 em Z, que multiplicado por todo z
em Z, proporciona o proprio z, isto é:

zx1l=1z

T7x1=7

Elemento inverso: Para todo inteiro z diferente de zero, existe
um inverso z'=1/z em Z, tal que

zxz'=zx(l/z)=1

9x91=9x(1/9)=1
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Distributiva: Para todos a,b,c em Z:
ax(b+c)=(axb)+(axc)
3x(4+5)=Bx4)+(3x5)

Divisao de Numeros Inteiros

Dividendo |divisor dividendo:
Divisor = quociente 0
Quociente . divisor = dividendo

Sabemos que na divisdo exata dos nlimeros naturais:
40:5=8,pois 5.8=40
36:9=4,pois 9.4 =36

Vamos aplicar esses conhecimentos para estudar a divisdo
exata de niimeros inteiros. Veja o calculo:

(-20):(+5)=q = (+5).q=(20)=q=(4

Logo: (-20) : (+5)=-4

Considerando os exemplos dados, concluimos que, para efe-
tuar a divisdo exata de um numero inteiro por outro niimero in-
teiro, diferente de zero, dividimos o moddulo do dividendo pelo
modulo do divisor. Dai:

- Quando o dividendo e o divisor t€ém o mesmo sinal, o quo-
ciente ¢ um niimero inteiro positivo.

- Quando o dividendo e o divisor tém sinais diferentes, o quo-
ciente ¢ um niimero inteiro negativo.

- A divisdo nem sempre pode ser realizada no conjunto Z. Por
exemplo, (+7) : (=2) ou (=19) : (-5) sdo divisdes que nao podem
ser realizadas em Z, pois o resultado ndo ¢ um nimero inteiro.

- No conjunto Z, a divisdo nao ¢ comutativa, ndo ¢ associativa
e ndo tem a propriedade da existéncia do elemento neutro.

1- Nao existe divisdo por zero.

Exemplo: (-15) : 0 ndo tem significado, pois ndo existe um
nimero inteiro cujo produto por zero seja igual a —15.

2- Zero dividido por qualquer numero inteiro, diferente de
zero, ¢ zero, pois o produto de qualquer niimero inteiro por zero é
igual a zero.

Exemplos: a) 0: (-10)=0 b)0:(+6)=0 ¢)0:(-1)=0
Potenciacdo de Niimeros Inteiros

A poténcia a” do niimero inteiro a, é definida como um produ-
to de n fatores iguais. O nimero a ¢ denominado a base e o nlimero
n € o expoente.

a"=axaxaxax..Xxa

a ¢ multiplicado por a n vezes

Exemplos:3°=(3) x (3) x (3) =27

5P =5 x(5)x(-5)x (-5 x(-5)=-3125

-7?=(-7)x(-7)=49

(+9)2 = (+9) x (+9) = 81

- Toda poténcia de base positiva ¢ um ntimero inteiro posi-
tivo.

Exemplo: (+3)>=(+3) . (+3) =19

- Toda poténcia de base negativa ¢ expoente par ¢ um niime-

ro inteiro positivo.
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Exemplo: (— 8)> = (-8) . (-8) =+64

- Toda poténcia de base negativa ¢ expoente impar ¢ um
nimero inteiro negativo.
Exemplo: (-5)*=(-5).(-5) . (-5)=-125

Propriedades da Potenciacdo:

Produtos de Poténcias com bases iguais: Conserva-se a base
e somam-se os expoentes. (—7)* . (=7)¢ = (-7)** = (-7)°

Quocientes de Poténcias com bases iguais: Conserva-se
a base e subtraem-se os expoentes. (+13)% : (+13)¢ = (+13)8-¢ =
(+13)?

Poténcia de Poténcia: Conserva-se a base ¢ multiplicam-se
os expoentes. [(+4)°]* = (+4)°-2 = (+4)"°

Poténcia de expoente 1: E sempre igual a base. (+9)! = +9
(-13)'=-13

Poténcia de expoente zero e base diferente de zero: E igual
a 1. Exemplo: (+14)° =1 (-35)°=1

Radiciacio de Nimeros Inteiros

A raiz n-ésima (de ordem ) de um nimero inteiro a ¢ a ope-
racdo que resulta em outro niimero inteiro ndo negativo b que ele-
vado a poténcia n fornece o nimero a. O numero 7 € o indice da
raiz enquanto que o numero a é o radicando (que fica sob o sinal
do radical).

A raiz quadrada (de ordem 2) de um nimero inteiro a é a ope-
racdo que resulta em outro nlimero inteiro ndo negativo que eleva-
do ao quadrado coincide com o numero a.

Observacao: Nao existe a raiz quadrada de um niimero intei-
ro negativo no conjunto dos nimeros inteiros.

Erro comum: Frequentemente lemos em materiais didaticos
e até mesmo ocorre em algumas aulas aparecimento de:

V9 =43

mas isto esta errado. O certo €:

V9 =+3

Observamos que ndo existe um niimero inteiro ndo negativo
que multiplicado por ele mesmo resulte em um numero negativo.

A raiz cubica (de ordem 3) de um numero inteiro a ¢ a ope-
racdo que resulta em outro nimero inteiro que elevado ao cubo
seja igual ao niimero a. Aqui ndo restringimos os nossos calculos
somente aos niimeros nao negativos.

Exemplos

() 38 =2, pois 2° = 8.

(b) V=8 = 5, pois (27 =-8.
© 27 3, pois 33 =27.

() V=27 =_3, pois (-3 =-27.
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Observacio: Ao obedecer a regra dos sinais para o produto de
nameros inteiros, concluimos que:

(a) Se o indice da raiz for par, ndo existe raiz de nimero in-
teiro negativo.

(b) Se o indice da raiz for impar, ¢ possivel extrair a raiz de
qualquer niimero inteiro.

Questdes

I - (TRF 2°— TECNICO JUDICIARIO — FCC/2012) Uma
operagao A ¢ definida por:

w’ =1 — 6w, para todo inteiro w.

Com base nessa defini¢do, ¢ correto afirmar que a soma 2*+
(1" *¢é igual a

A) —20.

B) —15.

C)-12.

D) 15.

E) 20.

2 - (UEM/PR — AUXILIAR OPERACIONAL — UEM/2014)
Ruth tem somente R$ 2.200,00 e deseja gastar a maior quantidade
possivel, sem ficar devendo na loja.

Verificou o prego de alguns produtos:

TV: R$ 562,00

DVD: R$ 399,00

Micro-ondas: R$ 429,00

Geladeira: R$ 1.213,00

Na aquisi¢@o dos produtos, conforme as condi¢des mencio-
nadas, e pagando a compra em dinheiro, o troco recebido sera de:

A) RS 84,00

B) R$ 74,00

C) R$ 36,00

D) R$ 26,00

E)R$ 16,00

3 - (PREE JUNDIAI/SP — ELETRICISTA — MAKIYA-
MA/2013) Analise as operagdes a seguir:

| abac=g*
b
Il Z— =aY

Il (a€)? = a?

De acordo com as propriedades da potenciagdo, temos que,
respectivamente, nas operacdes I, IT e II1:

A) x=b-c, y=b+c e z=c/2.

B) x=b+c, y=b-c e z=2c.

C) x=2bc, y=-2bc e z=2c.

D) x=c-b, y=b-c e z=c-2.

E) x=2b, y=2c e z=c+2.
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4- (BNDES — TECNICO ADMINISTRATIVO — CESGRANRIO0/2013) Multiplicando-se o maior niimero inteiro menor do que 8 pelo
menor nimero inteiro maior do que - 8, o resultado encontrado sera

A)-T72
B)- 63
C)-56
D) - 49
E)-42

5-(SEPLAG - POLICIA MILITAR/MG - ASSISTENTE ADMINISTRATIVO - FCC/2012) Em um jogo de tabuleiro, Carla e Mateus
obtiveram os seguintes resultados:

Carla
12 partida Ganhou 520 pontos
22 partida Perdeu 220 pontos
3® partida Perdeu 485 pontos
42 partida Ganhou 635 pontos

Ao término dessas quatro partidas,

A) Carla perdeu por uma diferenga de 150 pontos.
B) Mateus perdeu por uma diferenga de 175 pontos.
C) Mateus ganhou por uma diferenga de 125 pontos.
D) Carla e Mateus empataram.

6 — (Operador de madq./Pref.Coronel Fabriciano/MG) Quantos sdo os valores inteiros e positivos de X para os quais

um numero inteiro?
A)0
B) 1
)2
D)3
E) 4

Mateus
12 partida Perdeu 280 pontos
22 partida Ganhou 675 pontos
32 partida Ganhou 295 pontas
42 partida Perdeu 115 pontos

x + 15
x+5

é

7- (CASA DA MOEDA) O quadro abaixo indica o nimero de passageiros num voo entre Curitiba e Belém, com duas escalas, uma no
Rio de Janeiro e outra em Brasilia. Os nimeros indicam a quantidade de passageiros que subiram no avido e os negativos, a quantidade dos
que desceram em cada cidade.

Curtiba +240

. . -194
Rio de Janeiro +158
- -108
Brasilia 494

O niimero de passageiros que chegou a Belém foi:

A) 362
B) 280
C) 240
D) 190
E) 135
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Respostas

1 - RESPOSTA:“E”.
Pela definigao:
Fazendo w=2

22 =1-6-2=-11
1*=1-6-1=-5

(1) =1-6-(-5)=31
22+ (11 = —11+31 =20

2 - RESPOSTA: “D”.

Geladeira + Microondas + DVD = 1213+429+399 = 2041

Geladeira + Microondas + TV = 1213+429+562 = 2204, ex-
trapola o orcamento

Geladeira +TV + DVD=1213+562+399=2174, ¢ a maior
quantidade gasta possivel dentro do or¢amento.

Troco:2200-2174=26 reais

3 - RESPOSTA: “B”.

| da propriedade das poténcias, temos:
a*=al**=>x=b+c

llaY =a’*=y=b-c
Il a?¢ = a? = z = 2c

4 - RESPOSTA: “D”.

Maior inteiro menor que 8 ¢ 0 7
Menor inteiro maior que -8 € 0 -7.
Portanto: 7-(-7)=-49

5 - RESPOSTA: “C”.

Carla: 520-220-485+635=450 pontos
Mateus: -280+675+295-115=575 pontos
Diferenga: 575-450=125 pontos

6 - RESPOSTA:“B”.
Fazendo substituicao dos valores de x, dentro dos conjuntos
do inteiros positivos temos:

15 16 o e
x=0 == 3 x=1 — = ndo é inteiro
x =2 - = ndo é inteiro

20

—=2 . , .
10 , logo os Uinicos niimeros que satisfazem
a condicdo ¢ x=0 e x=5, dois niimeros apenas.

x=25

7 - RESPOSTA:“D”.
240- 194 +158 -108 +94 = 190
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1.2 RAZOES E PROPORCOES, NUMEROS
RACIONAIS, OPERACOES E A RELACAO
DE ORDEM ENTRE NUMEROS
RACIONAIS, REPRESENTACAO DECIMAL
DOS NUMEROS RACIONALIS.

Numeros Racionais — Q

Um ntmero racional ¢ o que pode ser escrito na forma n
, onde m e n sdo nimeros inteiros, sendo que 7 deve ser diferente
de zero. Frequentemente usamos m/n para significar a divisdo de
m por n.

Como podemos observar, nimeros racionais podem ser obti-
dos através da razdo entre dois numeros inteiros, razdo pela qual, o
conjunto de todos os niimeros racionais ¢ denotado por Q. Assim,
¢ comum encontrarmos na literatura a notagao:

m
Q ={—":menemZ ndiferente de zero}
No conjunto Q destacamos os seguintes subconjuntos:

- Q* = conjunto dos racionais ndo nulos;

- Q, = conjunto dos racionais ndo negativos;
- Q* = conjunto dos racionais positivos;

- Q _ = conjunto dos racionais ndo positivos;,
- Q* = conjunto dos racionais negativos.

Representaciio Decimal das Fracdes

Tomemos um numero racional £—, tal que p ndo seja maltiplo
de g. Para escrevé-lo na forma decimal, basta efetuar a divisao do
numerador pelo denominador.

Nessa divisdo podem ocorrer dois casos:

1°) O numeral decimal obtido possui, apos a virgula, um
nimero finito de algarismos. Decimais Exatos:

13 _306
50 7

2°) O numeral decimal obtido possui, ap6s a virgula, infinitos
algarismos (nem todos nulos), repetindo-se periodicamente.
Decimais Periddicos ou Dizimas Periddicas:

1
—=0,333...
3 B
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L —0,04545..
2
167 — 5 53030...
66

Representacio Fracionaria dos Numeros Decimais

Trata-se do problema inverso: estando o numero racional
escrito na forma decimal, procuremos escrevé-lo na forma de
fragdo. Temos dois casos:

1°) Transformamos o nimero em uma fra¢ao cujo numerador
¢ o numero decimal sem a virgula e o denominador ¢ composto
pelo numeral 1, seguido de tantos zeros quantas forem as casas
decimais do numero decimal dado:

09=2_
10
57
57=35
0,76 =16
100
3,48 =348
100

0005=—_=_1_
1000 200

2°) Devemos achar a fracdo geratriz da dizima dada; para tanto,
vamos apresentar o procedimento através de alguns exemplos:
Exemplo 1

Seja a dizima 0, 333....

Fagamos x = 0,333... e multipliquemos ambos os membros
por 10: 10x = 0,333

Subtraindo, membro a membro, a primeira igualdade da
segunda:

10x —x=3,333...-0,333... = 9%x=3 = x=3/9

Assim, a geratriz de 0,333... ¢ a frag@o % .

Exemplo 2
Seja a dizima 5, 1717...
Facamos x =5,1717... ¢ 100x = 517,1717... .

Subtraindo membro a membro, temos:
99x =512 = x=512/99

512
99

Assim, a geratriz de 5,1717... é a fragdo

NONA, Didatismo e Conhecimento

Exemplo 3
Seja a dizima 1, 23434...

Facamos x = 1,23434... 10x=12,3434... 1000x =1234,34....

Subtraindo membro a membro, temos:

990x = 1234,34... — 12,34... = 990x =1222 = x=
1222/990

611

Simplificando, obtemos x = , a fragdo geratriz da dizima

1,23434...

Modulo ou valor absoluto: E a distdncia do ponto que
representa esse niimero ao ponto de abscissa zero.

Exemplo: Mdédulo de - . Indica-se

3 ¢3
2. 2

Moédulo de +

le

¢ 3 Indica-se
2 2

o

Numeros Opostos: Dizemos que %e 2 sdo numeros

racionais opostos ou simétricos ¢ cada um deles ¢ o oposto do
outro. As distancias dos pontos % e % ao ponto zero da reta sao
iguais.

Soma (Adi¢do) de Numeros Racionais

Como todo numero racional ¢ uma fragdo ou pode ser escrito
na forma de uma fragdo, definimos a adi¢dao entre os nimeros
racionais —~— e C—, da mesma forma que a soma de fragdes,
através de: b d

+
a ,c _ad+ bc

b d bd

Propriedades da Adicio de Nimeros Racionais

O conjunto Q ¢ fechado para a operagdo de adicdo, isto ¢, a
soma de dois nimeros racionais ainda ¢ um niimero racional.

- Associativa: Para todos a, b,cem Q:a + (b +c)=(a +
b)+c

- Comutativa: Paratodosa,bem Q:a+b=5b +a

- Elemento neutro: Existe 0 em Q, que adicionado a todo g em
Q, proporciona o proprio ¢, isto é&: ¢ + 0 = ¢

- Elemento oposto: Para todo q em Q, existe -q em Q, tal que
gt(=q) =0

Subtracio de Numeros Racionais

A subtragdo de dois nimeros racionais p e ¢ ¢ a propria
operagdo de adigdo do numero p com o oposto de ¢, isto é:

P—q=p+(=q)
Multiplicag¢ao (Produto) de Nimeros Racionais

Como todo niimero racional € uma fragdo ou pode ser escrito
na forma de uma fra¢do, definimos o produto de dois nimeros

racionais _% e €_, da mesma forma que o produto de fracdes,

através de: ©

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS



a c _ac

D d bd

O produto dos nimeros racionais ¢ ¢ b também pode ser
indicado por a X b, axb, a.b ou ainda ab sem nenhum sinal entre
as letras.

Para realizar a multiplicagdo de niimeros racionais, devemos
obedecer a mesma regra de sinais que vale em toda a Matematica:

(+1) x (+1) = (+1)

(D x(-1)=(-1)

1) >x (1) =(-1)

(1) > (-1)=(+1)

Podemos assim concluir que o produto de dois nimeros com o
mesmo sinal ¢ positivo, mas o produto de dois nimeros com sinais
diferentes ¢ negativo.

Propriedades da Multiplicacio de Niimeros Racionais

O conjunto Q ¢ fechado para a multiplicag@o, isto €, o produto
de dois niimeros racionais ainda ¢ um niimero racional.

- Associativa: Para todos a,b,cem Q: a X (b X ¢ ) =(a x
b)xc

- Comutativa: Paratodosa,bem Q:a xb=5b X a

- Elemento neutro: Existe 1 em Q, que multiplicado por todo
q em Q, proporciona o proprio q, isto é: ¢ x [ =q

- Elemento inverso: Para todo q = 2 em 0, q diferente de

zero, existe q'= b em Q:qgxq'=1 a xb =g
a b a
- Distributiva: Para todos a, b,cem Q: a X (b +c) = (a x

b)+(axc)
Divisao de Numeros Racionais

A divisao de dois niimeros racionais p e g ¢ a propria operagao
de multiplicacdo do numero p pelo inverso de ¢, isto €: p + g =
-1
p*q
Potenciacdo de Niimeros Racionais

A poténcia ¢" do nlimero racional g ¢ um produto de n fatores
iguais. O niimero ¢ ¢ denominado a base e o nimero z é o expoente.
q"=qxqxqxqx..xq, (gaparece n vezes)

Exemplos:

B8
(- (-

c) (5P =(-5).(-5=25

d) (52 =(+5).(+5)=25

Propriedades da Potenciacio: Toda poténcia com expoente
0¢éiguala l.

-

- Toda poténcia com expoente 1 é igual a propria base.
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- Toda poténcia com expoente negativo de um numero racional
diferente de zero ¢ igual a outra poténcia que tem a base igual ao
inverso da base anterior e o expoente igual ao oposto do expoente
anterior.

-2

- Toda poténcia com expoente impar tem o mesmo sinal da
base.

SREGEHE

- Toda poténcia com expoente par € um numero positivo.
5 5)\5) 25
- Produto de poténcias de mesma base. Para reduzir um produto

de poténcias de mesma base a uma s6 poténcia, conservamos a
base e somamos o0s expoentes.

B -GES-E)-6)
5) s 55)\555) \5 5
- Quociente de poténcias de mesma base. Para reduzir

um quociente de poténcias de mesma base a uma s6 poténcia,
conservamos a base e subtraimos os expoentes.

5 3 229 99 5-3 2
3V (3 2222222 _ (3 _ (3
2] "\2 333 2 2
2°2°2
- Poténcia de Poténcia. Para reduzir uma poténcia de poténcia
a uma poténcia de um sé expoente, conservamos a base e
multiplicamos os expoentes
Klz)r 12 12 12 q2+2+2  q3x2 {6

2

2 2 2 2 2 2

Radiciacio de Numeros Racionais

Se um numero representa um produto de dois ou mais fatores
iguais, entdo cada fator é chamado raiz do nimero. Vejamos alguns
exemplos:

Exemplo 1

4 Representa o produto 2 . 2 ou 22. Logo, 2 ¢ a raiz quadrada
de 4. Indica-se V4= 2.

Exemplo 2

;— Representa o produto ;f % ou [%J . Logo, % ¢é a raiz

1 : [
quadrada de - .Indica-se \/; =3
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Exemplo 3

0,216 Representa o produto 0,6 . 0,6 . 0,6 ou (0,6)>. Logo, 0,6
¢ araiz clibica de 0,216. Indica-se /0,216 = 0,6.

Assim, podemos construir o diagrama:

Um ntmero racional, quando elevado ao quadrado, da o
niimero zero ou um nimero racional positivo. Logo, os nimeros
racionais negativos ndo tém raiz quadrada em Q.

O namero %% ndo tem raiz quadrada em Q, pois tanto %
como %, quando elevados ao quadrado, dao 190
Um ntimero racional positivo s6 tem raiz quadrada no conjunto

dos numeros racionais se ele for um quadrado perfeito.

, 2 . L .
O niimero —— ndo tem raiz quadrada em Q, pois ndo existe
namero racional que elevado ao quadrado dé 2 .

3
Questoes

1 - (PREF. JUNDIAI/SP - AGENTE DE SERVICOS OPE-
RACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Na escola onde estudo, ¥4 dos
alunos tem a lingua portuguesa como disciplina favorita, 9/20 tém
a matematica como favorita ¢ os demais tém ciéncias como favori-
ta. Sendo assim, qual fragdo representa os alunos que tém ciéncias
como disciplina favorita?

A) 1/4

B) 3/10

C)2/9

D) 4/5

E) 3/2

2 - (UEM/PR — AUXILIAR OPERACIONAL — UEM/2014)
Dirce comprou 7 lapiseiras e pagou R$ 8,30, em cada uma delas.
Pagou com uma nota de 100 reais e obteve um desconto de 10
centavos. Quantos reais ela recebeu de troco?

A)R$ 40,00

B) R$ 42,00

C) R§ 44,00

D) R$ 46,00

E) R$ 48,00

3 - (FUNDACAO CASA — AGENTE DE APOIO OPERA-
CIONAL — VUNESP/2013) De um total de 180 candidatos, 2/5
estudam inglés, 2/9 estudam francés, 1/3estuda espanhol e o res-
tante estuda alemao. O numero de candidatos que estuda alemdo é:

A) 6.

B) 7.

C) 8.

D)9.

E) 10.

NONA, Didatismo e Conhecimento

4 - (FUNDACA~O CASA — AGENTE DE APOIO OPERA-
CIONAL - VUNESP/2013) Em um estado do Sudeste, um Agente
de Apoio Operacional tem um salario mensal de: salariobase R$
617,16 ¢ uma gratificacao de R$ 185,15. No més passado, ele fez
8 horas extras a R$ 8,50 cada hora, mas precisou faltar um dia e
foi descontado em R$ 28,40. No més passado, seu salario totalizou

A)R$ 810,81.

B) R$ 821,31.

C) R$ 838,51.

D) R$ 841,91.

E) R$ 870,31.

5 - (Pref. Niteroi) Simplificando a expressao abaixo
1,3333+2

Obtém-se ——=2

A) Ly, 1,5+§

B) 1

C)3/2

D)2

E)3

6 - (SABESP - APRENDIZ — FCC/2012) Em um jogo mate-
matico, cada jogador tem direito a 5 cartdes marcados com um nu-
mero, sendo que todos os jogadores recebem os mesmos nimeros.
Ap6s todos os jogadores receberem seus cartdes, aleatoriamente,
realizam uma determinada tarefa que também ¢ sorteada. Vence o
jogo quem cumprir a tarefa corretamente. Em uma rodada em que
a tarefa era colocar os nimeros marcados nos cartdes em ordem
crescente, venceu o jogador que apresentou a sequéncia

14
A) —4; —1; V16; V25—

14
B) —1; —4; \/E; ?; V25

14
C) —1; —4; ?; \/E;; V25
14
D) —4; —1; V16;?; V25

14
E)—4; —1; ?; V16;V25

7 — (Prof./Prefeitura de Itaborai) Se x = 0,181818..., entdo o
valor numérico da expressao:

x+=—1
- x
x+-+1
X

A) 34/39

B) 103/147

C) 104/147

D) 35/49

E) 106/147

8 - (SABESP — APRENDIZ — FCC/2012) Mariana abriu seu
cofrinho com 120 moedas e separou-as:

— 1 real: ¥ das moedas

— 50 centavos: 1/3 das moedas
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— 25 centavos: 2/5 das moedas

— 10 centavos: as restantes

Mariana totalizou a quantia contida no cofre em
A) RS 62,20.

B) R$ 52,20.

C) R$ 50,20.

D) RS 56,20.

E) RS 66,20.

9 - (PM/SE — SOLDADO 3°CLASSE — FUNCAB/2014)
Numa operagdo policial de rotina, que abordou 800 pessoas, ve-
rificou-se que 3/4 dessas pessoas eram homens e 1/5 deles foram
detidos. Ja entre as mulheres abordadas, 1/8 foram detidas.

Qual o total de pessoas detidas nessa operagdo policial?

A) 145

B) 185

C) 220

D) 260

E) 120

10 - (PREF. JUNDIAI/SP — AGENTE DE SERVICOS
OPERACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Quando perguntado so-
bre qual era a sua idade, o professor de matematica respondeu:

“O produto das fragdes 9/5 e 75/3 fornece a minha idade!”.

Sendo assim, podemos afirmar que o professor tem:

A) 40 anos.

B) 35 anos.

C) 45 anos.

D) 30 anos.

E) 42 anos.

Respostas

1 - RESPOSTA: “B”. triz:
Somando portugués e matematica:

1 9 _ 549 _ 14 _ 7
420 20 20 10
O que resta gosta de ciéncias:

7 3
1-—=—
10~ 10

2 - RESPOSTA: “B”.
8,3-7 =581

Como recebeu um desconto de 10 centavos, Dirce pagou 58
reais
Troco:100-58=42 reais

3 - RESPOSTA: “C”.
2 2 1
57573
Mmc(3,5,9)=45
18+ 10+15 43
45 T 45
O restante estuda alemao: 2/45
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ceeeeceeeeeees o MATEMATICA

180 2 =8
45

4 - RESPOSTA: “D”.

salario mensal: 617,16 + 185,15 = 802,31
horas extras: 8,58 = 68
més passado: 802,31 + 68,00 — 28,40 = 841,91

Salario foi R$ 841,91.

5 - RESPOSTA: “B”.
1,3333=12/9=4/3
1,5=15/10=3/2

4 3 17
3 2 6 _
3 4_17_1
_+_ —_

2 3 6

6 - RESPOSTA: “D”.

V16 = 4
V25=5
14
— = 4,67
3

—4; —1; V1 ;%; V25

A ordem crescente ¢ :
7 - RESPOSTA: “B”.
x=0,181818... temos entao pela transformagio na fragdo gera-
18/99 = 2/11, substituindo:

2 1

Z4+5—-1 2,11 4+121-22

1 % — 11 t 2 1 — 22 — 103
R S IS C U ST C R VY
11 — 11 2 22

11

8 - RESPOSTA: “A”.

1
1real: 120 - Z = 30 moedas

1
50 centavos: 5 120 = 40 moedas

10 centavos: 120 — 118 moedas = 2 moedas
30+40-0,5+48-0,25+2-0,10 = 62,20
Mariana totalizou R$ 62,20.

9 - RESPOSTA: “A”.

3
800 Z = 600 homens
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1
600 E = 120 homens detidos

Como 3/4 eram homens, 1/4 eram mulheres

800 - = = 200 mulheres
4 ou 800-600=200 mulheres

1
200 - 3 = 25 mulhers detidas

Total de pessoas detidas: 120+25=145

10 - RESPOSTA: “C”.

Razdo
Sejam dois niimeros reais a ¢ b, com b # (. Chama-se razao
entre a e b (nessa ordem) o quociente a b, ou .
A razio ¢ representada por um nimero racional, mas € lida de
modo diferente.

Exemplos

3
a) A fragdo _ lé-se: “trés quintos”.

5

b) A razdo g 1é-se: “3 para 5”.

Os termos da razao recebem nomes especiais.
O nimero 3 ¢ numerador

3/

a) Na fragao
5
T~ O ntimero 5 é denominador

W

O numero 3 ¢ antecedente

a) Na razéo 3<
5 O numero 5 ¢ consequente

Exemplo 1
~ .20 2., . .
A razdo entre 20 e 50 ¢ ZZ = Z; ja a razdo entre 50 e 20 ¢
50 5. 50 5
20 2
Exemplo 2

Numa classe de 42 alunos ha 18 rapazes ¢ 24 mogas. A razao

, , ; 18 3
entre 0 numero de rapazes e o niimero de mogas é 5 =7, 0 que
significa que para “cada 3 rapazes ha 4 mocas”. Por outro lado,

NONA, Didatismo e Conhecimento

a razao entre o nimero de rapazes e o total de alunos ¢ dada por
18 3

217
sdo rapazes”.

o que equivale a dizer que “de cada 7 alunos na classe, 3

Razao entre grandezas de mesma espécie

A razao entre duas grandezas de mesma espécie € o quociente
dos nimeros que expressam as medidas dessas grandezas numa
mesma unidade.

Exemplo

Uma sala tem 18 m?. Um tapete que ocupar o centro dessa
sala mede 384 dm> Vamos calcular a razio entre a area do tapete
¢ a area da sala.

Primeiro, devemos transformar as duas grandezas em uma
mesma unidade:

Area da sala: 18 m? =1 800 dm?

Area do tapete: 384 dm?

Estando as duas areas na mesma unidade, podemos escrever
a razao:

384dm’ _ 384 16
1800dm> 1800 75

Razio entre grandezas de espécies diferentes
Exemplo 1

Considere um carro que as 9 horas passa pelo quilometro 30
de uma estrada e, as 11 horas, pelo quilometro 170.

Distancia percorrida: 170 km — 30 km = 140 km
Tempo gasto: 11h —9h =2h

Calculamos a razao entre a distancia percorrida e o tempo gas-
to para isso:

140km. _ 26 km 1

2h
A esse tipo de razdo da-se o nome de velocidade média.

Observe que:

- as grandezas “quilometro e hora” sdo de naturezas diferen-
tes;

- a notag@o km/h (1é-se: “quildometros por hora”) deve acom-
panhar a razdo.

Exemplo 2

A Regido Sudeste (Espirito Santo, Minas Gerais, Rio de Janei-
ro e Séo Paulo) tem uma area aproximada de 927 286 km? e uma
populagdo de 66 288 000 habitantes, aproximadamente, segundo
estimativas projetadas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica (IBGE) para o ano de 1995.

Dividindo-se o nimero de habitantes pela area, obteremos o
namero de habitantes por km? (hab./km?):
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6628000

927286
A esse tipo de razdo da-se o nome de densidade demografica.
A notagdo hab./km? (Ié-se: habitantes por quilémetro quadra-

do”) deve acompanhar a razdo.

=71,5hab./ km®

Exemplo 3

Um carro percorreu, na cidade, 83,76 km com 8 L de gasolina.
Dividindo-se o nimero de quildmetros percorridos pelo numero de
litros de combustivel consumidos, teremos o nimero de quilome-
tros que esse carro percorre com um litro de gasolina:

83.76km _ 10 47km /1

A esse tipo de razdo da-se o nome de consumo médio.
A notacao km/1 (1é-se: “quilometro por litro”) deve acompa-

nhar a razao.

Exemplo 4

Uma sala tem 8 m de comprimento. Esse comprimento ¢ re-
presentado num desenho por 20 cm. Qual ¢ a escala do desenho?

1

comprimento «no«desenho _ 20cm _ 20cm ul : 40

8m  800cm 40

Escala = -
comprimento » real

A razdo entre um comprimento no desenho e o correspondente
comprimento real, chama-se Escala.

Proporgao

A igualdade entre duas razdes recebe o nome de proporgao.

3 6
Na proporgdo = — 74 (lé-se: “3 esta para 5 assim como 6

estd para 10”), os nimeros 3 e 10 sdo chamados extremos, ¢ 0s
numeros 5 ¢ 6 sdo chamados meios.

Observemos que o produto 3 x 10 =30 ¢ igual ao produto 5 x 6
=30, o que caracteriza a propriedade fundamental das proporgdes:

“Em toda proporcao, o produto dos meios é igual ao pro-

duto dos extremos”.
Exemplo 1

Na propor¢ao %:g,tem0s2x9:3x6: 18;

eem l:i,temos4x4:1xl6:16.
4 16

Exemplo 2

Na bula de um remédio pediatrico recomenda-se a seguinte

Sgotas  x

= — x=30gotas
2kg 12kg

Por outro lado, se soubermos que foram corretamente minis-
tradas 20 gotas a uma criang¢a, podemos concluir que seu “peso”

¢ 8 kg, pois:
Sgotas

2hg =20gotas/ p — p=8kg

(nota: o procedimento utilizado nesse exemplo é comumente
chamado de regra de trés simples.)

Propriedades da Proporcao

O produto dos extremos ¢ igual ao produto dos meios: essa
propriedade possibilita reconhecer quando duas razdes formam ou

ndo uma propor¢ao.

4,12
3 ¢ 9 formam uma propor¢ao, pois

Produtos dos extremos ¢— %%2 = 3; £2 — Produtos dos meios.

A soma dos dois primeiros termos esta para o primeiro (ou
para o segundo termo) assim como a soma dos dois Gltimos esta

para o terceiro (ou para o quarto termo).

5 10 5+2 10+4 7 14
—_—— ) —= = —=—
2 4 5 10 5 10
ou

5 10 5+2 10+4 7 14
—_—— = —= = —=—
2 4 2 4 2 4

A diferenca entre os dois primeiros termos esta para o primei-
ro (ou para o segundo termo) assim como a diferenga entre os dois
ultimos esta para o terceiro (ou para o quarto termo).

4 8 4-3 8-6 1 2
—_—_— 00— = e
3 6 4 8 4 8
ou

4 8 4-3 8-6 1 2
e =~ = ==
36 { 3 6 3 6

A soma dos antecedentes estd para a soma dos consequentes
assim como cada antecedente esta para o seu consequente.

23 flvs 12 15 1
8 2 |8+2 8 10 8
ou

12 3 12+3 3 15 3
—_—_—— = —=—
8 2 8+2 2 10 2

dosagem: 5 gotas para cada 2 kg do “peso” da crianca.
Se uma crianga tem 12 kg, a dosagem correta x ¢ dada por:
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A diferenca dos antecedentes esta para a diferenca dos conse-
quentes assim como cada antecedente esta para o seu consequente.

3 1 3-1 3 2 3
15 5 15-5 15 10 15

ou

31 {3—1 1 2 1

—_— e — == — = —

15 5 15-5 5 10 5
Questoes

1 - (VUNESP - AgSegPenClassel-V1 - 2012) — Em um con-
curso participaram 3000 pessoas e foram aprovadas 1800. A razdo
do niimero de candidatos aprovados para o total de candidatos par-
ticipantes do concurso é:

A)2/3

B) 3/5

C) 5/10

D) 2/7

E) 6/7

2 — (VNSP1214/001-AssistenteAdministrativo-I — 2012)
— Em uma padaria, a razio entre o nimero de pessoas que tomam
café puro e o numero de pessoas que tomam café com leite, de
manha, € 2/3. Se durante uma semana, 180 pessoas tomarem café
de manha nessa padaria, e supondo que essa razdo permaneca a
mesma, pode-se concluir que o niimero de pessoas que tomardo
café puro sera:

A)72

B) 86

C) 94

D) 105

E) 112

3 - (PREF. NEPOMUCENO/MG — TECNICO EM SEGU-
RANCA DO TRABALHO — CONSULPLAN/2013) Num zoolo-
gico, a razdo entre o niumero de aves e mamiferos ¢ igual a razdo
entre o nimero de anfibios e répteis. Considerando que o niimero
de aves, mamiferos e anfibios sdo, respectivamente, iguais a 39, 57
e 26, quantos répteis existem neste zoologico?

A) 31
B) 34
C) 36
D) 38
E) 43

4 - (TRT - Técnico Judiciario) Na figura abaixo, os pontos
E e F dividem o lado AB do retangulo ABCD em segmentos de
mesma medida.
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0 i ¥
,’?|
/
At FoB
A razdo entre a area do triangulo (CEF) e a area do retangulo
é:
a) 1/8
b) 1/6
c) 12
d) 2/3
e) 3/4

5 - (CREFITO/SP — ALMOXARIFE — VUNESP/2012) Na
biblioteca de uma faculdade, a relac@o entre a quantidade de livros
e de revistas era de 1 para 4. Com a compra de novos exemplares,
essa relagéo passou a ser de 2 para 3.

Assinale a Unica tabela que esta associada corretamente a essa
situagao.

A)
N°de livros | N° de revistas
Antes da compra | 50 200
Apobs a compra 200 300
B)
N°de livros | N° de revistas
Antes da compra | 50 200
Apods a compra | 300 200
Q)
N°de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 50
Apos acompra | 200 300
D)
N°de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 50
Apods a compra | 300 200
E)
N°de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 200
Apos a compra 50 300
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6 - (CREFITO/SP — ALMOXARIFE — VUNESP/2012) Uma rede varejista teve um faturamento anual de 4,2 bilhdes de reais com
240 lojas em um estado. Considerando que esse faturamento é proporcional ao niimero de lojas, em outro estado em que ha 180 lojas, o
faturamento anual, em bilhdes de reais, foi de

A) 2,75
B) 295
Q) 3,15
D) 335
E) 3,55

7 - (PREF. IMARUI — AGENTE EDUCADOR — PREF. IMARUI/2014) De cada dez alunos de uma sala de aula, seis sdo do sexo fe-
minino. Sabendo que nesta sala de aula ha dezoito alunos do sexo feminino, quantos sdo do sexo masculino?

A) Doze alunos.

B) Quatorze alunos.

C) Dezesseis alunos.

D) Vinte alunos.

8 - (TJ/SP — ESCREVENTE TECNICO JUDICIARIO — VUNESP/2013) Em um dia de muita chuva e trinsito cadtico, 2/5 dos alunos
de certa escola chegaram atrasados, sendo que 1/4 dos atrasados tiveram mais de 30 minutos de atraso. Sabendo que todos os demais alunos
chegaram no horario, pode-se afirmar que nesse dia, nessa escola, a razdo entre o niimero de alunos que chegaram com mais de 30 minutos
de atraso e nimero de alunos que chegaram no horario, nessa ordem, foi de

A) 23
B) 13
C) 1:6
D) 34
E) 25

9 - (PMPP1101/001-Escriturario-I-manha — 2012) — A razdo entre as idades de um pai ¢  de seu filho ¢ hoje de 5/2. Quando o filho
nasceu, o pai tinha 21 anos. A idade do filho hoje ¢ de

A) 10 anos

B) 12 anos

C) 14 anos

D) 16 anos

E) 18 anos

10 - (FAPESP — ANALISTA ADMINISTRATIVO — VUNESP/2012) Em uma fundagdo, verificou-se que a razdo entre o numero de
atendimentos a usuarios internos ¢ o nimero de atendimento total aos usuarios (internos e externos), em um determinado dia, nessa ordem,
foi de 3/5. Sabendo que o nimero de usuarios externos atendidos foi 140, pode-se concluir que, no total, o numero de usuarios atendidos foi

A) 84

B) 100
c) 217
D) 280
E) 350

Respostas
1 - Resposta “B”
numero de candidatos aprovados 1800 183 3
ntmero total de candidatos 3000 305 5

2 — Resposta “A”
Sejam CP e CL o niimero de pessoas que consumiram café puro e café com leite respectivamente. Como na semana o numero total de
pessoas que consumiram café foi de 180, temos que:

CP+CL = 180
2 CP 2

A relag@o encontrada entre eles ¢ de — = assim aplicando a propriedade da propor¢ao teremos:

3°CL 3
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‘i’MATEMATICA

Tl 3 - 23 1802=CP59> CP=22 3 CP=72
CcpP 2 cpP 2 5

3 - RESPOSTA: “D”

Aves anfibios

mamiferos  répteis

39 26
57 répteis

" Aplicando-se o produto dos meios pelos extremos temos:

epteis = 57 26—38
répteis = 39 =

4 - Resposta “B”

04) l—-'-'— b=, ywhd o=

Letra B

5 - RESPOSTA: “A”

Para cada 1 livro temos 4 revistas

Significa que o niimero de revistas ¢ 4x o niimero de livros.
50 livros: 200 revistas

Depois da compra

2 livros :3 revistas

200 livros: 300 revistas
6 - RESPOSTA: “C”

4,2 X
240 180

240.x =4,2.180 — 240x = 756 — x = 3,15 bilhdes

7 - RESPOSTA: “A”
Como 6 sdo do sexo feminino, 4 sio do sexo masculino(10-6 = 4) .Entdo temos a seguinte razio: 6

4
1B 36x=729 x=12
4 X

8- RESPOSTA: “C”

Se 2/5 chegaram atrasados
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3
1 — — = — chegaram no horario
5

1

1
: Z = T tiveram mais de 30 minutos de atraso

10

~ tiveram mais de 30 min de atraso
razao = - =
chegaram no horario

mlwlglp-

5 1

N 1
razao = —- =gou1:6

10 3
9 — RESPOSTA: “C”

P 5

A razio entre a idade do pai e do filho ¢ respectivamente 7~ 2
, se quando o filho nasceu o pai tinha 21, significa que hoje o pai
tem x + 21 , onde x ¢ a idade do filho. Montando a proporgao
teremos:

x+21 5
——==—>22.(x+21)=5x = 2x + 42

2
42
= 5x =>5x—2x=42:3x=42=>x=?

x = 14 anos

10 - RESPOSTA: “E”
Usuarios internos: I
Usuarios externos : E

L =3-_L 3 5/=31+420 921 = 420 31 =210

I+E 5 I+140

I+E =210+140 = 350

1.3 PROGRESSAO ARITMETICA E

PROGRESSAO GEOMETRICA (PA E PG).

Progressdo Aritmética (PA)

Podemos, no nosso dia-a-dia, estabelecer diversas sequéncias
como, por exemplo, a sucessao de cidades que temos numa viagem
de automovel entre Brasilia e Sdo Paulo ou a sucessao das datas de
aniversario dos alunos de uma determinada escola.

Podemos, também, adotar para essas sequéncias uma ordem
numérica, ou seja, adotando a, para o 1° termo, a, para o 2° termo
até a_para o n-ésimo termo. Dizemos que o termo a_¢ também cha-
mado termo geral das sequéncias, em que # ¢ um niimero natural
diferente de zero. Evidentemente, daremos atencdo ao estudo das
sequéncias numéricas.

NONA, Didatismo e Conhecimento

As sequéncias podem ser finitas, quando apresentam um ulti-
mo termo, ou, infinitas, quando ndo apresentam um ultimo termo.
As sequéncias infinitas sdo indicadas por reticéncias no final.

Exemplos:

- Sequéncia dos nimeros primos positivos: (2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,19, ...). Notemos que esta ¢ uma sequéncia infinita com a, = 2;
a,=3;a,=5a,=7,a,=11;a =13 etc.

- Sequéncia dos numeros impares positivos: (1, 3, 5,7, 9, 11,
...)- Notemos que esta ¢ uma sequéncia infinita com a, = 1; a, = 3;
a,=5a,=7,a,=9 a,=11 etc.

- Sequéncia dos algarismos do sistema decimal de numeragao:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Notemos que esta ¢ uma sequéncia finita
coma =0;a,=1;a,=2;a,=3;a,=4,a,=5,a =6,a,=7;a,=
8 a,=9.

, =

1. Igualdade

As sequéncias sdo apresentadas com os seus termos entre
parénteses colocados de forma ordenada. Sucessdes que apresen-
tarem os mesmos termos em ordem diferente serdo consideradas
sucessoes diferentes.

Duas sequéncias s6 poderdo ser consideradas iguais se, e
somente se, apresentarem os mesmos termos, na mesma ordem.

Exemplo

A sequéncia (x, Y, z, t) podera ser considerada igual a sequéncia
(5,8,15,17) se, e somente se, x =5, y=8;z=15;et=17.

Notemos que as sequéncias (0, 1,2, 3,4,5)e (5,4, 3,2, 1) sdo
diferentes, pois, embora apresentem os mesmos elementos, eles
estdo em ordem diferente.

2. Formula Termo Geral

Podemos apresentar uma sequéncia através de uma determina
o valor de cada termo a_em fungdo do valor de n, ou seja,
dependendo da posicdo do termo. Esta formula que determina o
valor do termo a_e chamada formula do termo geral da sucessio.

Exemplos

- Determinar os cincos primeiros termos da sequéncia cujo
termo geral e igual a:

a =n-2ncomn€N* =

Teremos:

A=1-2.1=a=1

A=2-2.2=2a=0

1

2
A=3-2.3 Da-
A=4#-4.2 -
A=5-5.2a=15

- Determinar os cinco primeiros termos da seqiiéncia cujo
termo geral ¢é igual a:
a=3.n+2,comn€N*.
a=3.1+2 2a=>5
a,=3.2+2 »a =38
a,=3.3+2 »a~=11
a,=3.4+2 »a=14
a,=3.5+2 »a=17

- Determinar os termos a , € a,, da sequéncia cujo termo geral

¢ igual a:
a =45-4+n,comn€N*

NovnQ

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS



Teremos:
a,=45-4.12 »a,=-3
a,=45-4.23 »a, =-47

3. Lei de Recorréncias

Uma sequéncia pode ser definida quando oferecemos o valor
do primeiro termo e um “caminho” (uma formula) que permite
a determinagdo de cada termo conhecendo-se o seu antecedente.
Essa forma de apresentacdo de uma sucessao ¢ dita de recorréncias.

Exemplos
- Escrever os cinco primeiros termos de uma sequéncia em
que:
= = - *
a=3eca,=2.a-4,emquen€N*

Teremos:

a,=3
a=2.a-4a=2.3-4=a=2
a=2.a,-4>a=2.2-4=23a=0
a,=2.a,-4=a=2.0-4>a=4
a=2.a-4=2a=2(4)-4>a=-12

w

- Determinar o termo a, de uma sequéncia em que:
a=12ea_  =a —2,emquen€N*

a,=a-2—a=12-2—-2a=10
a —a2—2—>a =10-2—a,=8
a—a3—2—>a =8-2—a,=6
a,=a,-2—a=6-2—a=4

Observagio 1

Devemos observar que a apresentacdo de uma sequéncia atra-
vés do termo geral ¢ mais pratica, visto que podemos determinar
um termo no “meio” da sequéncia sem a necessidade de determi-
narmos os termos intermediarios, como ocorre na apresentacao da
sequéncia através da lei de recorréncias.

Observacao 2

Algumas sequéncias ndo podem, pela sua forma “desorgani-
zada” de se apresentarem, ser definidas nem pela lei das recor-
réncias, nem pela formula do termo geral. Um exemplo de uma
sequéncia como esta ¢ a sucessdo de nimeros naturais primos que
jé “destruiu” todas as tentativas de se encontrar uma formula geral
para seus termos.

4. Artificios de Resolucao

Em diversas situagdes, quando fazemos uso de apenas alguns
elementos da PA, ¢ possivel, através de artificios de resolugao,
tornar o procedimento mais simples:

PA com trés termos: (a—r1), a e (a +r), razdo igual ar.

PA com quatro termos: (a—3r), (a—r), (a + 1) e (a + 3r), razdo
igual a 2r.

PA com cinco termos: (a — 2r), (a — 1), a, (a + 1) e (a + 2r),
razdo igual ar.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Exemplo

- Determinar os nimeros a, b e ¢ cuja soma ¢, igual a 15, o
produto ¢é igual a 105 ¢ formam uma PA crescente.

Teremos:
Fazendoa=(b-r)ec=(b+r)esendoa+b+c=15, teremos:
b-1r)+b+(b+r)=15—->3b=15—>Db=5.

Assim, um dos numeros, o termo médio da PA, ja é conhecido.
Dessa forma a sequéncia passa a ser:
(5-1),5¢e(5+r1), cujo produto ¢ igual a 105, ou seja:

G-n.5.5+r1=105—->5-r=21
r=4—-2our=-2.

Sendo a PA crescente, ficaremos apenas com r= 2.
Finalmente, teremosa=3,b=5ec=7.

5. Propriedades

P : para trés termos consecutivos de uma PA, o termo médio €
a media aritmética dos outros dois termos.

Exemplo

Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PA:a_, a
ea_ . Podemos afirmar que:
I-a =a +r
n n-1
M-a =a, -

n+ 1

n

Fazendo I + II, obteremos:
2a =a +r+ta+l-r

n n-1 n
2a =a . a+1

n n-1+ "n

an+1

Logo:a =a -1+

Portanto, para trés termos consecutivos de uma PA o termo
médio ¢ a media aritmética dos outros dois termos.
6. Termos Equidistantes dos Extremos

Numa sequéncia finita, dizemos que dois termos sdo equidis-
tantes dos extremos se a quantidade de termos que precederem o
primeiro deles for igual a quantidade de termos que sucederem ao
outro termo. Assim, na sucessao:

a

n-2’

a

(a8, 8, a0, 50y 85, @ .

e A a ), temos:

n-3°
a, e a_ sdo termos equidistantes dos extremos;
a, e a_,sdo termos equidistantes dos extremos;
a, a_, sdo termos equidistantes dos extremos.

Notemos que sempre que dois termos sdo equidistantes dos
extremos, a soma dos seus indices ¢ igual ao valor de n + 1.
Assim sendo, podemos generalizar que, se 0s termos a e a sao
equidistantes dos extremos, entdo: p + k =n+1.
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Propriedade

Numa PA com n termos, a soma de dois termos equidistantes
dos extremos ¢ igual a soma destes extremos.

Exemplo

Sejam, numa PA de n termos, a_e a, termos equidistantes dos
extremos.

Teremos, entdo:

[-a=a+(p-1).t = ap=a +p.r—r
Il-a =a+(k-1).r ®ak=a +k.r —r
Fazendo I + II, teremos:

A ta =atp.r-rtatk.r-r
Ap+ak:a1+al+(p+k7171).r

Considerando que p + k=n + 1, ficamos com:
ap+ak:a1+a1+(n+1—l).r
ap+ak=al+a]+(n—1).r

a +ta =a ta

p k 1 n

Portanto numa PA com n termos, em que n ¢ um numero
impar, o termo médios (a,_) ¢ a media aritmética dos extremos.

4 = a +a,
2

7. Soma dos n Primeiros Termos de uma PA

Vamos considerar a PA (a , a,, a,,...,a
por Sn a soma dos seus n termos, ou seja:
S =a +a ta +..ta +a +a
n 1 2 3 n-2 n- n
(igualdade I)

> 4,4 ) €representar

1

Podemos escrever também:
S =a+a +a +.+a t+a ta
n n n-1 n-2 .3 2 1
(igualdade IT)

Somando-se I e II, temos:

2S =(a, +a)+(a,*a )+(a,+a )+..T(a,+a)+(a
+a)+(a +a)

Considerando que todas estas parcelas, colocadas entre
parénteses, sao formadas por termos equidistantes dos extremos
e que a soma destes termos € igual a soma dos extremos, temos:

n-1

ZSn = (al + an) + (a1 + an) + (al + an) + (al + an) +
+...+(a,+a)—2S =(a +a).n
E, assim, finalmente:

g = (a,+a,)n
n 2

Exemplo

- Ache a soma dos sessenta primeiros termos da PA (2 , 5,
8,...).

Dados: a, =2
r=5-2=3
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Calculo de a;:

A,=a +59r— a ,=2+59.3

a,=2+177
a, =179
Calculo da soma:
]
.60
S (a,+a,)n 5 560 = (a,+ag).0
2
_(2+179).60
60 2
S, = 5430

Resposta: 5430
Progressao Geométrica (PG)

PG ¢ uma sequéncia numérica onde cada termo, a partir do
segundo, ¢ o anterior multiplicado por uma constante q chamada
razdo da PG.

a.,-48,.-9 )

Com a, conhecido e n € N*

Exemplos

- (3,6, 12, 24, 48,...) ¢ uma PG de primeiro termo a, = 3 €
razdo q = 2.

- (-36, -18, -9, -9 , __9 ,..) ¢ uma PG de primeiro termo a =
-36eraz§oq:l. 2 4

2
- (15, 5, é , é ,-..) € uma PG de primeiro termo a, = 15 ¢
razioq=1.3 9
3

- (-2, -6, -18, -54, ...) ¢ uma PG de primeiro termo a, = -2 e
razao q = 3.

-(1,-3,9,-27, 81, -243, ...) ¢ uma PG de primeiro termo a, =
1 erazdo q=-3.

-(5,5,5,5,5,5,...) € uma PG de primeiro termo a, = 5 €

razdo q = 1.
-(7,0,0,0,0,0,..) ¢ uma PG de primeiro termo a, = 7 e
razao q = 0.

-(0,0,0,0,0,0,...) ¢ uma PG de primeiro termo a, = 0 e razdo
q qualquer.

Observagdo: Para determinar a razdo de uma PG, basta efetuar
o0 quociente entre dois termos consecutivos: o posterior dividido
pelo anterior.

g=9% 20
an

Classificacio
As classificagdes geométricas sao classificadas assim:

- Crescente: Quando cada termo é maior que o anterior. Isto
ocorre quando a, >0 eq>1ouquandoa, <0e0<q<1.
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- Decrescente: Quando cada termo ¢ menor que o anterior. Isto
ocorre quandoa, >0e0<q<1ouquandoa <0eq>1.

- Alternante: Quando cada termo apresenta sinal contrario ao
do anterior. Isto ocorre quando q <0.

- Constante: Quando todos os termos sdo iguais. Isto ocorre
quando q = 1. Uma PG constante ¢ também uma PA de razdor = 0.
A PG constante é também chamada de PG estacionaria.

- Singular: Quando zero ¢ um dos seus termos. Isto ocorre
quandoa =0ouq=0.

Formula do Termo Geral

A definicao de PG esta sendo apresentada por meio de uma
lei de recorréncias, e nos ja aprendemos nos modulos anteriores
que a formula do termo geral é mais pratica. Por isso, estaremos,
neste item, procurando estabelecer, a partir da lei de recorréncias,
a formula do termo geral da progressdo geométrica.

Vamos considerar uma PG de primeiro termo al e razdo q.
Assim, teremos:

a,=a .q i
a}faz.qfal.q3
a4fa3.qfa1.q4
a;,=a,.q=a,.q
=2 n-1
n -q
Exemplos

- Numa PG de primeiro termo a, = 2 e razdo q = 3, temos o
termo geral na igual a:

a=a .q"'—a=2.3""
Assim, se quisermos determinar o termo a desta PG, faremos:
A ,=2.3"—>a=162

- Numa PG de termo a, = 15 e razdo q =, temos o termo geral
na igual a:
a=a .q"'—a=15."

Assim, se quisermos determinar o termo a, desta PG, faremos:

5
ars 5 5
2 81
- Numa PG de primeiro termo a, = 1 e razdo = -3 temos o
termo geral na igual a: B
a=a .q"'—a =1.(3)

Assim, se quisermos determinar o termo a, desta PG, faremos:
A,=1.(3—>a,=-27

Artificios de Resoluc¢ao
Em diversas situagdes, quando fazemos uso de apenas alguns

elementos da PG, ¢ possivel através de alguns elementos de
resolucdo, tornar o procedimento mais simples.
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PG com trés termos:

4 a;aq
q

PG com quatro termos:
a.9q

—i=saq;ag’

q9 4

PG com cinco termos:

.4 a;aq; aq?
a’q

Exemplo

Considere uma PG crescente formada de trés numeros.
Determine esta PG sabendo que a soma destes numeros ¢ 13 e o
produto ¢ 27.

Vamos considerar a PG em questio formada pelos termos a, b
ec,ondea=ec=b.q.

Assim,

b b bg=275b=27>b=3.
q

Temos:

3
2 +343q=13 53¢ -10q+3=0
q

q:30uq:l
3

Sendo a PG crescente, consideramos apenas q = 3. E, assim, a
nossa PG ¢ dada pelos nimeros: 1,3 ¢ 9.

Propriedades

P : Para trés termos consecutivos de uma PG, o quadrado do
termo médio ¢ igual ao produto dos outros dois.

Exemplo
Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PG: a_, a
ea_ . Podemos afirmar que:

n

I-a=a .q e

n

n -1 "
II-a = %u
n

q

Fazendo I . II, obteremos:

@r=@_.q.( “7 ) (a,)=a, .4,

. 2 _

Logo:(a) =a  .a

Observagao: Se a PG for positive, o termo médio sera a media
geométrica dos outros dois:

an = \/an-l : an+l

P,: Numa PG, com n termos, o produto de dois termos
equidistantes dos extremos ¢ igual ao produto destes extremos.
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Exemplo
Sejam, numa PG de n termos, a_e a, dois termos equidistantes
dos extremos.

Teremos, entdo:
I-a=a qP‘
- a = a Q!

Multiplicando I por II, ﬁcaremos com:
a.a=a .qta, gt
a .a, = a .a,.q” ol

Considerando que p + k =n + 1, ficamos com:

a.a =a .a

Portanto, numa PG, com n termos, o produto de dois termos
equidistantes dos extremos ¢ igual ao produto destes extremos.

Observagdo: Numa PG positiva, com #n termos, onde n ¢
um numero impar, o termo médio (a_) ¢ a media geométrica dos
extremos ou de 2 termos equidistantes dos extremos.

Soma dos termos de uma PG
Soma dos n Primeiros Termos de uma PG

Vamos considerar a PG (a, a,, a,, ..., a_,, 4 , &), com ¢
diferente de 1 e representar por Sn a soma dos seus n termos, ou
seja:

S =a ta, +a +..+a, +ta +a

(igualdade I)

Podemos escrever, multiplicando-se, membro a membro, a

igualdade (1) por q:

q.5,=q.a +q.a,+q.a,+..+q.a ,*+
+tq.a _tq.a

Utilizando a formula do termo geral da PG, ou seja, a = a, .
q™!, teremos:

q.S,=a,ta+..+a +a +a .q"

n-2 n-1 n +al

(igualdade IT)
Subtraindo-se a equagao I da equacao II, teremos:

q.5,-S =a .q"-a, —s .(q—-1)=
= a] . (qn - 1)
a,(q" -1
g—1
Se tivéssemos efetuado a subtracdo das equacdes em ordem
inversa, a formula da soma dos termos da PG ficaria:
_4 (d+4q")

" 1- .
Evidentemette que por qualquer um dos “caminhos” o
resultado final € o mesmo. E somente uma questdo de forma de
apresentacao.

E assim: § —
n

Observagdo: Para q = 1, teremos s =n. a
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Série Convergente — PG Convergente

Dada a sequéncia (a,, a,, a,, a,, a,,...,a_,, a_, aﬂ), chamamos
de serie a sequéncia Sy S;= S;, SA, Si,..., S, 8,» S, .tal que:

S1 = al

SZ = al + a2

S,=a t+a,+a

S,=a ta,ta+a

S,=a ta,tata ta

S =a ta ta ta ta +.+ta,
S —a+a+a+a+a+ +a ta

S a+a +a+a+a+ +a,ta +a

Vamos observar como exemplo, numa PG com primeiro
termo a, = 4 e razdo q =, a série que ela vai gerar.

Os termos que vao determinar a progressao geométrica sao:
“,2,1,1 [ 1,1,1,1,1,2,4,8,16,32,64, 1 1 1 )

2 128°256°512

E, portanto, a série correspondente sera:

S =4
S=4 2=6
S:4 2+1=
s4z4+2+1+l:%:7,5
S, =4+2+1 —+l—ﬂ—
=42+ +2 4—4—7,75
1 1 1 63
S =4+2+1+ —+—+—=— =7,875
¢ 2 4 8 8
1 1 1 127
S, =4+2+1+ —4+—+—-+—=—=7,9375
2 4 8 16 16

S,=4+2+1+ %+1+1+L+L:§ =7, 96875

4 8 16 32

1 1 1 1 1

1 511
= —+—F—F—+—+—=—_
S, 4+2+1+2 278716 32 64 64 7,984375

11 1 1 1 1 1 1023
S, =4+2+ 1+ SH—F—F—F—F—F—=—
7. 9921875 4 8 16 32 64 128 128

Devemos notar que a cada novo termo calculado, na PG, o seu
valor numérico cada vez mais se aproxima de zero. Dizemos que
esta € uma progressdo geométrica convergente.

Por outro lado, na serie, ¢ cada vez menor a parcela que se
acrescenta. Desta forma, o ultimo termos da serie vai tendendo
a um valor que parece ser o limite para a série em estudo. No
exemplo numérico, estudado anteriormente, nota-se claramente
que este valor limite ¢ o numero 8.

Bem, vamos dar a esta discussdo um carater matematico.
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E claro que, para a PG ser convergente, é necessario que cada
termo seja, um valor absoluto, inferior ao anterior a ele. Assim,
temos que:

PG convergente — | q | < 1
ou
PG convergente — -1 <1

Resta estabelecermos o limite da serie, que ¢ 0 S, para quando
n tende ao infinito, ou seja, estabelecermos a soma dos infinitos
termos da PG convergente.

Vamos partir da soma dos #n primeiros termos da PG:

_ a,.(1+4")
l-¢q

N

n

Estando q entre os numeros -1e 1 e, sendo n um expoente que
tende a um valor muito grande, pois estamos somando os infinitos
termos desta PG, ¢ facil deduzir que ® vai apresentando um
valor cada vez mais proximo de zero. Para valores extremamente
grandes de 7 ndo constitui erro considerar que " € igual a zero. E,
assim, teremos:

1
a

S=——
I-¢q

Observagdo: Quando a PG ¢ ndo singular (sequéncia com
termos nao nulos) e a razdo q ¢ de tal forma que q | > 1, a serie €
divergente. Séries divergentes nao apresentam soma finita.

Exemplos

- A medida do lado de um triangulo equilatero ¢ 10. Unindo-
se os pontos médios de seus lados, obtém-se o segundo tridngulo
equilatero. Unindo-se os pontos médios dos lados deste novo
triangulo equilatero, obtém-se um terceiro, e assim por diante,
indefinidamente. Calcule a soma dos perimetros de todos esses
triangulos.

Solugao:

Temos: perimetro do 1° triangulo = 30
perimetro do 2° triangulo = 15
perimetro do 3° triangulo = 15

2
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Logo, devemos calcular a soma dos termos da PG infinita 30,
15, 15 ... na qual a,=30eq = 1

Exercicios

1. Uma progressdo aritmética e uma progressao geométrica
tém, ambas, o primeiro termo igual a 4, sendo que os seus tercei-
ros termos sdo estritamente positivos e coincidem. Sabe-se ainda
que o segundo termo da progressdo aritmética excede o segundo
termo da progressao geométrica em 2. Entdo, o terceiro termo das
progressoes €:

a) 10

b) 12

c) 14

d) 16

e) 18

2. O valor de n que torna a sequéncia (2 + 3n; —5n; 1 —4n) uma
progressdo aritmética pertence ao intervalo:

a) [-2,-1]

b) [_ la 0]

©) [0, 1]

d)[1,2]

e)[2,3]

3. Os termos da sequéncia (10; 8; 11; 9; 12; 10; 13; ...) obe-
decem a uma lei de formagdo. Se a , em que n pertence a N*, ¢ o
termo de ordem n dessa sequéncia, entdo a,, + a , € igual a:

a) 58

b) 59

¢) 60

d) 61

e) 62

4. A soma dos elementos da sequéncia numérica infinita (3;
0,9; 0,09; 0,009; ...) é:

a) 3,1

b) 3,9

c) 3,99

d) 3,999

e) 4

5. A soma dos vinte primeiros termos de uma progressao arit-
mética é -15. A soma do sexto termo dessa PA., com o décimo
quinto termo, vale:

a) 3,0

b) 1,0

c) 1,5

d)-1,5

e)-3,0

6. Os numeros que expressam os angulos de um quadrilatero,

estdo em progressdo geométrica de razdo 2. Um desses angulos
mede:
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a) 28°
b) 32°
¢) 36°
d) 48°
e) 50°

7. Sabe-se que S =9+ 99 + 999 + 9999 + ... + 999...9 onde a
ultima parcela contém n algarismos. Nestas condi¢des, o valor de
10n+1 - 9(S +n) é:

a)l

b) 10

c) 100

d)-1

e)-10

8. Se a soma dos trés primeiros termos de uma PG decrescente
¢ 39 e o seu produto ¢ 729, entdo sendo a, b e ¢ os trés primeiros
termos, pede-se calcular o valor de a2 + b2 + c2.

9. O limite da expressio \[I XWX XX onde x é po-

sitivo, quando o niimero de radicais aumenta indefinidamente ¢
igual a:

a) 1/x

b) x

c) 2x

d) n.x

e) 1978x

10. Quantos numeros inteiros existem, de 1000 a 10000, que
nao sdo divisiveis nem por 5 nem por 7 ?
Respostas

1) Resposta “D”.

Solugao:

Sejam (a, a,, a,,...) aPAdere(g, g, g,, ...) a PG derazdo q.
Temos como condigdes iniciais:

l-a=g=4
2-a,>0,g,>0eca,=g,
3-a,=g,+2

Reescrevendo (2) e (3) utilizando as formulas gerais dos ter-
mos de uma PA e de uma PG e (1) obtemos o seguinte sistema de
equacdes:

4-a,=a+2reg=g.q "4+ 2r=4q¢

S-a,=atreg,=g.q—o4+r=4q+2

Expressando, a partir da equagao (5), o valor de » em fungao
de ¢ e substituindo r em (4) vem:

5-r=4q+2-4—>r=4q-2

4-4+2(4q-2)=4q*>"4+8q—-4=4¢""4q*-8q=0

—q4q-8)=0—->q=00ud4q-8=0—q=2

Como g3 > 0, g ndo pode ser zero ¢ entdo q = 2. Para ob-
ter  basta substituir ¢ na equagao (5):

r=4q-2—-r=8-2=6

Para concluir calculamos a e g.:

a=a+2r—a=4+12=16

g,=g.9—g=44=16
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2) Resposta “B”.

Solugdo: Para que a sequéncia se torne uma PA de razdo r é
necessario que seus trés termos satisfagam as igualdades (aplica-
¢do da definigdo de PA):

(1)-5n=2+3n+r

2)1-4n=-5n+r

Determinando o valor de r em (1) e substituindo em (2):

(1)>r=-5n-2-3n=-8n-2

2)—1-4n=-5n-8n-2—>1-4n=-13n-2

— 13n-4n=-2-1-9=-3 >n=-3/9=-1/3

Ou seja, -1 <n <0 e, portanto, a resposta correta é a b.

3) Resposta “B”.

Solugdo: Primeiro, observe que os termos impares da sequén-
cia ¢ uma PA de razao 1 e primeiro termo 10 - (10; 11; 12; 13; ...).
Da mesma forma os termos pares ¢ uma PA de razdo 1 e primeiro
termo igual a 8 - (8;9; 10; 11; ...).

Assim, as duas PA tém como termo geral o seguinte formato:
()ai=al +(@{-1)1=al+i-1

Para determinar a,, + a_, precisamos estabelecer a regra geral
de formagao da sequéncia, que esta intrinsecamente relacionada as
duas progressodes da seguinte forma:

- Se n (indice da sucessdo) ¢ impar temos que n = 2i - 1, ou
seja, i=(n+ 1)/2;

- Se n ¢ par temos n = 2i ou i =n/2.

Daqui e de (1) obtemos que:

a =10+ [(n+1)/2] - 1 se n é impar

a =8+ (n/2)-1senépar

Logo:

a,=8+(30/2)-1=8+15-1=22 ¢

a =10+[(55+1)2]-1=37

E, portanto:
a, +a, =22+37=59.

4) Resposta “E”.

Solugdo: Sejam S as somas dos elementos da sequéncia e S,
a soma da PG infinita (0,9; 0,09; 0,009;...) de razdo q=10- 1=
0,1. Assim:

S=3+8,

Como -1 < q < 1 podemos aplicar a formula da soma de uma
PG infinita para obter S,:

S,=09/(1-0,1)=0,909=1—-8S=3+1=4

5) Resposta “D”.

Solugao: Aplicando a formula da soma dos 20 primeiros ter-
mos da PA:

S,,=20(a, +a,)2=-15

Na PA finita de 20 termos, o sexto ¢ 0 décimo quinto sdo equi-
distantes dos extremos, uma vez que:

15+6=20+1=21

E, portanto:

a6 + alS - al + aZO

Substituindo este valor na primeira igualdade vem:
20(a, +a,,)/2=-15— 10(a6 +al5)=-15 —a +a  =-15/10

NovnQ

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS



6) Resposta “D”.

Solugdo: Seja x o menor angulo interno do quadrilatero em
questdo. Como os angulos estdo em Progressao Geométrica de ra-
740 2, podemos escrever a PG de 4 termos:

(x, 2x, 4x, 8x).

Ora, a soma dos angulos internos de um quadrilatero vale
360°.

Logo,
X +2x +4x + 8x = 360°
15.x = 360°

Portanto, x = 24°. Os angulos do quadrilatero sdo, portan-
to: 24°, 48°, 96° e 192°.
O problema pede um dos angulos. Logo, alternativa D.

7) Resposta “B”.

Solugdo: Observe que podemos escrever a soma S como:

S=(10-1)+ (100 — 1) + (1000 — 1) + (10000 — 1) + ... +
(1o"-1)

S=(10-1)+ (10>~ 1)+ (10— 1) + (10*= 1) + ... + (10— 1)

Como existem n parcelas, observe que o nimero (— 1) é soma-
do n vezes, resultando em n(-1) = - n.

Logo, poderemos escrever:

S=(10+102+103+104+..+10n)—n

Vamos calcular asoma S =10+ 10>+ 10°+ 10*+ ... + 10", que
¢ uma PG de primeiro termo a, = 10, razdo q = 10 e ultimo termo
a = 10"

Teremos:

S=(.q—-a)/(q-1)=(10".10-10)/(10-1)= (10"~ 10)
/9

Substituindo em S, vem:
S=[(10""-10)/9]—n

Deseja-se calcular o valor de 10™'- 9(S + n)
Temos que S +n=[(10"1-10) /9] —n+n=(10""-10)/9

Substituindo o valor de S + n encontrado acima, fica:
10— 9(S +n) = 10" —9(10™'— 10) / 9 = 10" — (10" - 10)
=10.

8) Resposta “819”.

Solucao: Sendo q a razdo da PG, poderemos escrever a sua
forma genérica: (x/q, X, xq).

Como o produto dos 3 termos vale 729, vem:

x/q . x . xq =729 de onde concluimos que: x*>= 729 = 36= 33,
3°=9% logo, x =9.

Portanto a PG ¢ do tipo: 9/q, 9, 9q
E dado que a soma dos 3 termos vale 39, logo:
9/q+9+9q=39 de onde vem: 9/q +9q—-30=0

Multiplicando ambos os membros por ¢, fica: 9 + 9¢>— 30q
=0

Dividindo por 3 e ordenando, fica: 3¢>— 10q + 3 = 0, que ¢é
uma equagdo do segundo grau.

Resolvendo a equacgdo do segundo grau acima encontraremos
q=3ouq=1/3.
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Como ¢ dito que a PG ¢ decrescente, devemos considerar ape-
nas o valor
q = 1/3, ja que para q = 3, a PG seria crescente.

Portanto, a PG ¢€: 9/q, 9, 9q, ou substituindo o valor de q vem:
27,9, 3.

O problema pede a soma dos quadrados, logo:

a2+ b2+ c?=27>+ 92+ 32="729 + 81 + 9 = 819.

9) Resposta “B”.
Solucéo: Observe que a expressao dada pode ser escrita como:

XI/Z. Xl/4. XI/S . X1/16. = Xl/2+l/4+ 18+ 1/16 + ...

O expoente é a soma dos termos de uma PG infinita de primei-
ro termo a = 1 /2 erazdo q=1/2.

Logo, a soma valera:

S=a/(1-q=01/72)/1-(1/2)=1

Entﬁo, X1/2+ 1/4+1/8+1/16+ = X1 =x

10) Resposta “6171”.

Solugio: Dados:

M(5) = 1000, 1005, ..., 9995, 10000.

M(7)=1001, 1008, ..., 9996.

M(35)=1015, 1050, ..., 9975.

M(1)=1,2, ..., 10000.

Para multiplos de 5, temos: a_= al+ (n-1).r — 10000 = 1000
+(m-1).5—->n=9005/5—n=1801.

Para multiplos de 7, temos: a_ = al+ (n-1).r — 9996 = 1001 +
(n-1).7—-n=9002/7 — n=1286.

Para multiplos de 35, temos: a =al +(n-1).r — 9975=1015
+(n-1).35 > n=_8995/35 - n=257.

Para multiplos de 1, temos: a = al = (n -1).r — 10000 = 1000
+(m-1).1 > n=9001.

Sabemos que os multiplos de 35 sdo multiplos comuns
de 5 e 7, isto ¢, eles aparecem no conjunto dos multiplos de 5
e no conjunto dos multiplos de 7 (dai adicionarmos uma vez tal
conjunto de multiplos).

Total = M(1) - M(5) - M(7) + M(35).

Total = 9001 - 1801 - 1286 + 257 = 6171

1.4 CONCEITO DE NU]‘!ERO IRRACIONAL
EAREPRESENTACAO DECIMAL DOS

NUMEROS REAIS.

Numeros Reais

O conjunto dos nimeros reais R ¢ uma expansao do conjunto
dos numeros racionais que engloba ndo s6 os inteiros e os
fraciondrios, positivos e negativos, mas também todos os nimeros
irracionais.

Os nimeros reais sdo nimeros usados para representar uma
quantidade continua (incluindo o zero e os negativos). Pode-se
pensar num numero real como uma fragdo decimal possivelmente
infinita, como 3,141592(...). Os numeros reais tém uma
correspondéncia biunivoca com os pontos de uma reta.
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Denomina-se corpo dos numeros reais a colecdo dos
elementos pertencentes a conclusdo dos racionais, formado pelo
corpo de fragdes associado aos inteiros (niimeros racionais) ¢ a
norma associada ao infinito.

Existem também outras conclusdes dos racionais, uma para
cada niimero primo p, chamadas niimeros p-adicos. O corpo dos
numeros p-adicos € formado pelos racionais e a norma associada
ap!

Propriedade

O conjunto dos niimeros reais com as operagdes binarias de
soma e produto e com a relagdo natural de ordem formam um
corpo ordenado. Além das propriedades de um corpo ordenado, R
tem a seguinte propriedade: Se R for dividido em dois conjuntos
(uma parti¢ao) 4 e B, de modo que todo elemento de 4 é menor
que todo elemento de B, entdo existe um elemento x que separa os
dois conjuntos, ou seja, x ¢ maior ou igual a todo elemento de 4 e
menor ou igual a todo elemento de B.

YA, B, (R= AUBA(Ya € A,b€ B, (a < b))
= (dr,(Vac Abe B = a<z<))

Ao conjunto formado pelos numeros Irracionais e pelos
nimeros Racionais chamamos de conjunto dos nimeros Reais. Ao
unirmos o conjunto dos numeros Irracionais com o conjunto dos
numeros Racionais, formando o conjunto dos nimeros Reais, todas
as distancias representadas por eles sobre uma reta preenchem-na
por completo; isto ¢, ocupam todos os seus pontos. Por isso, essa
reta ¢ denominada reta Real.

Inteiros

R R

Racionais

Reta Real

Cada nowvo conjunto numérico ocupa mais pontos da reta.
O conjurto dos ndmeros reais a preenche por completo.

Podemos concluir que na representagdo dos numeros Reais
sobre uma reta, dados uma origem e uma unidade, a cada ponto
da reta corresponde um numero Real e a cada numero Real
corresponde um ponto na reta.
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Wl

o Y Y Y
L I i
1 1
| 1

J2 J8 =2/s5/8 5

= g 1'
Ordenacdo dos niumeros Reais
A representacdo dos numeros Reais permite definir uma

relacdo de ordem entre eles. Os numeros Reais positivos sdo

maiores que zero ¢ os negativos, menores. Expressamos a relagao

de ordem da seguinte maneira: Dados dois nimeros Reais a ¢ b,
a<beb-a>0

Exemplo: -15< < 5—(-15)>0
5+15=0

Propriedades da relacdo de ordem

- Reflexiva: a<a

- Transitiva:a<beb<c—a<c

- Anti-simétrica:a<beb<a—a=b
-Ordem total: a<boub<aoua=b

Expressdo aproximada dos niumeros Reais

L &
1 2
- a
14 13
—iy
1.4 142
r—a
1,414 1,415

\. E

Os numeros Irracionais possuem infinitos algarismos decimais
nao-perioddicos. As operagdes com esta classe de nimeros sempre
produzem erros quando ndo se utilizam todos os algarismos
decimais. Por outro lado, é impossivel utilizar todos eles nos
calculos. Por isso, somos obrigados a usar aproximagdes, isto €,
cortamos o decimal em algum lugar e desprezamos os algarismos
restantes. Os algarismos escolhidos serdo uma aproximagao do
nimero Real. Observe como tomamos a aproximagao de e do
nimero nas tabelas.

Aproximacio por

Falta Excesso
Erro menor que V2 T V2 m
1 unidade 1 3 2 4
1 décimo 1,4 3,1 1,5 3,2
1 centésimo 1,41 3,14 1,42 3,15
1 milésimo 1,414 3,141 1,415 3,142
1 décimo de 1,4142 |3,1415 | 1,4134 |3,1416
milésimo
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Operagoes com nuimeros Reais

Operando com as aproximacgdes, obtemos uma sucessao de
intervalos fixos que determinam um numero Real. E assim que
vamos trabalhar as operagdes adigdo, subtragdo, multiplicacio e
divisdo. Relacionamos, em seguida, uma série de recomendagdes
uteis para operar com numeros Reais:

- Vamos tomar a aproximagao por falta.

- Se quisermos ter uma ideia do erro cometido, escolhemos o
mesmo nimero de casas decimais em ambos os nlimeros.

- Se utilizamos uma calculadora, devemos usar a aproximagao
maxima admitida pela maquina (o maior nimero de casas
decimais).

- Quando operamos com numeros Reais, devemos fazer
constar o erro de aproximagdo ou o niimero de casas decimais.

- E importante adquirirmos a idéia de aproximago em funcéo
da necessidade. Por exemplo, para desenhar o projeto de uma casa,
basta tomar medidas com um erro de centésimo.

- Em geral, para obter uma aproximagao de n casas decimais,
devemos trabalhar com numeros Reais aproximados, isto ¢, com n
+ 1 casas decimais.

Para colocar em pratica o que foi exposto, vamos fazer as
quatro operagdes indicadas: adi¢do, subtragdo, multiplicagdo e
divisdo com dois nimeros Irracionais.

V2 =1,41421..
V3 =1,73205...

Valor Absoluto

Como vimos, o erro pode ser:

- Por excesso: neste caso, consideramos o erro positivo.

- Por falta: neste caso, consideramos o erro negativo.

Quando o erro ¢ dado sem sinal, diz-se que esta dado em valor
absoluto. O valor absoluto de um ntimero a ¢ designado por |a| e
coincide com o numero positivo, se for positivo, e com seu oposto,
se for negativo.

Exemplo: Um livro nos custou 8,50 reais. Pagamos com uma
nota de 10 reais. Se nos devolve 1,60 real de troco, o vendedor
cometeu um erro de +10 centavos. Ao contrario, se nos devolve
1,40 real, o erro cometido € de 10 centavos.
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Eikina & APROXIMACAD POR EXCESSO POR FALTA
Soma de :
3 2 1,4143 14142
niimeros reais: i
f1+ 3 3 1,7321 1,7320
3+ 2 3,1464 3,1462
erro maximo 0,0002 0,0002
Subtracao de
s reals: ﬁ 14143 1,4142
43 — {3 3 1,7321 1,7320
3-2 0,3178 0,3178
ermro maximo 0,0000 0,0000
Multiplicacao
e = ﬁ 14143 14142
reais: J3 x J2 3 1,7321 1,7320
JFl 58 dp) 2,4497 2,4493
erro maximo 0,0004 0,0004
Divisdo de 2 1,4143 1,4142
nNUMEeros reais:
{3+ {2 3 1,7321 1,7320
43 = 2 1,2247 1,2247
o Mmaximo 0,0000 0,0000
Questoes

1 - (SABESP — APRENDIZ — FCC/2012) Um comerciante
tem 8§ prateleiras em seu emporio para organizar os produtos de
limpeza. Adquiriu 100 caixas desses produtos com 20 unidades
cada uma, sendo que a quantidade total de unidades compradas
sera distribuida igualmente entre essas prateleiras. Desse modo,
cada prateleira recebera um numero de unidades, desses produtos,
igual a

A) 40

B) 50

C) 100

D) 160

E) 250

2 - (CAMARA DE CANITAR/SP - RECEPCIONISTA — IN-
DEC/2013) Em uma banca de revistas existem um total de 870
exemplares dos mais variados temas. Metade das revistas ¢ da edi-
tora A, dentre as demais, um ter¢o sdo publica¢des antigas. Qual o
nimero de exemplares que ndo sdo da Editora A e nem sdo antigas?

A) 320

B) 290

C) 435

D) 145
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3 - (TRT 6“— TECNICO JUDICIARIO- ADMINISTRATI-
VA - FCC/2012) Em uma praia chamava a atengdo um catador de
cocos (a agua do coco ja havia sido retirada). Ele s6 pegava cocos
inteiros ¢ agia da seguinte maneira: o primeiro coco ele coloca
inteiro de um lado; o segundo ele dividia ao meio e colocava as
metades em outro lado; o terceiro coco ele dividia em trés partes
iguais e colocava os tergos de coco em um terceiro lugar, diferen-
te dos outros lugares; o quarto coco ele dividia em quatro partes
iguais e colocava os quartos de coco em um quarto lugar diferente
dos outros lugares. No quinto coco agia como se fosse o primeiro
coco ¢ colocava inteiro de um lado, o seguinte dividia ao meio, o
seguinte em trés partes iguais, o seguinte em quatro partes iguais e
seguia na sequéncia: inteiro, meios, trés partes iguais, quatro par-
tes iguais. Fez isso com exatamente 59 cocos quando alguém disse
ao catador: eu quero trés quintos dos seus ter¢os de coco e metade
dos seus quartos de coco. O catador consentiu e deu para a pessoa

A) 52 pedagos de coco.

B) 55 pedacos de coco.

C) 59 pedagos de coco.

D) 98 pedagos de coco.

E) 101 pedagos de coco.

4 - (UEM/PR — AUXILIAR OPERACIONAL — UEM/2014)
A mae do Vitor fez um bolo e repartiu em 24 pedacos, todos de
mesmo tamanho. A mae e o pai comeram juntos, ¥4 do bolo. O
Vitor e a sua irma comeram, cada um deles, % do bolo. Quantos
pedacos de bolo sobraram?

A)4

B)6

08

D) 10

E) 12

5 - (UEM/PR — AUXILIAR OPERACIONAL — UEM/2014)
Paulo recebeu R$1.000,00 de salario. Ele gastou % do salario com
aluguel da casa e 3/5 do salario com outras despesas. Do salario
que Paulo recebeu, quantos reais ainda restam?

A)RS$ 120,00

B) R$ 150,00

C) R§ 180,00

D) R$ 210,00

E) R$ 240,00

6 - (UFABC/SP — TECNOLOGO-TECNOLOGIA DA IN-
FORMACAO — VUNESP/2013) Um jardineiro preencheu par-
cialmente, com agua, 3 baldes com capacidade de 15 litros cada
um. O primeiro balde foi preenchido com 2/3 de sua capacidade, o
segundo com 3/5 da capacidade, e o terceiro, com um volume cor-
respondente a média dos volumes dos outros dois baldes. A soma
dos volumes de agua nos trés baldes, em litros, ¢

A) 27.

B) 27,5.

C) 28.

D) 28,5.

E) 29.
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7 - (UFOP/MG — ADMINISTRADOR DE EDIFICIOS —
UFOP/2013) Uma pessoa caminha 5 minutos em ritmo normal e,
em seguida, 2 minutos em ritmo acelerado e, assim, sucessivamen-
te, sempre intercalando os ritmos da caminhada (5 minutos nor-
mais ¢ 2 minutos acelerados). A caminhada foi iniciada em ritmo
normal, e foi interrompida ap6s 55 minutos do inicio.

O tempo que essa pessoa caminhou aceleradamente foi:

A) 6 minutos

B) 10 minutos

C) 15 minutos

D) 20 minutos

8 - (PREFE. IMARUI — AGENTE EDUCADOR - PREF.
IMARUI/2014) Sobre o conjunto dos nimeros reais ¢ CORRETO
dizer:

A) O conjunto dos niimeros reais reune somente 0s niimeros
racionais.

B) R* ¢ o conjunto dos numeros reais nao negativos.

C) Sendo A = {-1,0}, os elementos do conjunto A ndo sdo
nimeros reais.

D) As dizimas ndo periddicas sdo nlimeros reais.

9 - (TJ/SP - AUXILIAR DE SAUDE JUDICIARIO - AU-
XILIAR EM SAUDE BUCAL — VUNESP/2013) Para numerar
as paginas de um livro, uma impressora gasta 0,001 mL por cada
algarismo impresso. Por exemplo, para numerar as paginas 7, 58 e
290 gasta-se, respectivamente, 0,001 mL, 0,002 mL e 0,003 mL de
tinta. O total de tinta que sera gasto para numerar da pagina 1 até a
pagina 1 000 de um livro, em mL, sera

A) 1,111.

B) 2,003.

C) 2,893.

D) 1,003.

E) 2,561.

10 - (BNDES — TECNICO ADMINISTRATIVO - CES-
GRANRIO0/2013) Gilberto levava no bolso trés moedas de R$
0,50, cinco de R$ 0,10 e quatro de R$ 0,25. Gilberto retirou do
bolso oito dessas moedas, dando quatro para cada filho.

A diferenga entre as quantias recebidas pelos dois filhos de
Gilberto é de, no maximo,

A)R$ 0,45

B) R$ 0,90

C)RS$ 1,10

D)RS$ 1,15

E)RS$ 1,35

Respostas

1- RESPOSTA: “E”.

Total de unidades: 100-20=2000 unidades
209 — 250 unidades em cada prateleira.
2 -'RESPOSTA: “B”.

editora A: 870/2=435 revistas

publicagdes antigas: 435/3=145 revistas

435+ 145 = 580
870 — 580 = 290
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O ntmero de exemplares que ndo sdo da Editora A e nem sdo
antigas sdo 290.

3 - RESPOSTA: “B”.

59
— =14 resto 3
4

14 vezes iguais

Coco inteiro: 14
Metades:14.2=28
Terca parte:14.3=42
Quarta parte:14.4=56
3 cocos: 1 coco inteiro, metade dos cocos, terga parte
Quantidade total

Coco inteiro: 14+1=15
Metades: 28+2=30
Terca parte:42+3=45
Quarta parte :56

3 1
=" 45+>-56 =27 +28 =55

5
4 - RESPOSTA “B”.
1+1+1_3
4 4 4 4

Sobrou 1/4 do bolo.

1
24 i 6 pedacos

5 - RESPOSTA: “B”.

Aluguel: 1000 -i = 250

Outras despesas: 1000 - S = 600

250 + 600 = 850
Restam :1000-850=R$150,00

6 - RESPOSTA: “D”.
Primeiro balde:

2

3 15 = 10 litros
Segundo balde:
3
T 15 = 9 litros

Terceiro balde:
10+9
2
A soma dos volumes é : 10+9+9,5=28,5 litros

= 9,5 litros

7 - RESPOSTA: “C”.
A caminhada sempre vai ser 5 minutos ¢ depois 2 minutos,
entdo 7 minutos ao total.
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Dividindo o total da caminhada pelo tempo, temos:

55
7 =7erestab

Assim, sabemos que a pessoa caminhou 7. (5 minutos +2 mi-
nutos) +6 minutos (5 minutos+1 minuto)
Aceleradamente caminhou: (7.2)+1=» 14+1=15 minutos

8 - RESPOSTA: “D”.

A) errada - O conjunto dos nimeros reais tem os conjuntos:
naturais, inteiros, racionais e irracionais.

B) errada — R* sdo os reais sem o zero.

C) errada - -1 e 0 sdo nimeros reais.

9 - RESPOSTA: “C”.

1 a 9 =9 algarismos=0,001 - 9=0,009 ml

De 10 a 99, temos que saber quantos niimeros tem.

99-10+1=90.

OBS: soma 1, pois quanto subtraimos exclui-se o primeiro
numero.

90 ntimeros de 2 algarismos: 0,002 - 90=0,18ml

De 100 a 999

999-100+1=900 niimeros
900-0,003=2,7ml

1000=0,004ml

Somando: 0,009+0,18+2,7+0,004=2,893

10 - RESPOSTA: “E”.

Supondo que as quatro primeiras moedas sejam as 3 de RS
0,50 ¢ 1 de RS 0,25(maiores valores).

Um filho receberia : 1,50+0,25=R$1,75

E as ouras quatro moedas sejam de menor valor: 4 de R$
0,10=RS$ 0,40.

A maior diferenga seria de 1,75-0,40=1,35

Dica: sempre que fala a maior diferenga tem que o maior valor
possivel — o menor valor.

1.5 EQUACOES ALGEBRICAS

DO I°E 2° GRAUS.

Polinomios

Para polindmios podemos encontrar varias definigdes
diferentes como:

Polindmio é uma expressdo algébrica com todos os termos
semelhantes reduzidos. Polindmio ¢ um ou mais mondmios
separados por operagdes.

As duas podem ser aceitas, pois se pegarmos um polinémio
encontraremos nele uma expressao algébrica e mondmios
separados por operagoes.

- 3xy ¢ mondmio, mas também considerado polindmio,

assim podemos dividir os polindmios em mondmios (apenas um
mondmio), bindmio (dois mondmios) e trindmio (trés mondmios).
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- 3x + 5 ¢ um polindmio e uma expressédo algébrica.

Como os mondmios, 0s polindmios também possuem grau e
¢ assim que eles sdo separados. Para identificar o seu grau, basta
observar o grau do maior mondmio, esse sera o grau do polindomio.

Com os polinomios podemos efetuar todas as operagdes:
adicdo, subtragdo, divisdo, multiplicagdo, potenciagdo.

O procedimento utilizado na adi¢do e subtra¢@o de polindomios
envolve técnicas de reduc@o de termos semelhantes, jogo de sinal,
operagdes envolvendo sinais iguais e sinais diferentes. Observe os
exemplos a seguir:

Adicao
Exemplo 1
Adicionar x*> — 3x — 1 com —3x? + 8x — 6.

(x2=3x—1) +(-3x>+ 8x — 6) — eliminar o segundo parénteses
através do jogo de sinal.

+(-3x%) =-3x?
+(+8x) = +8x
+=6)=-6

x? —3x — 1 -3x% + 8x — 6 — reduzir os termos semelhantes.

x> -3x>-3x+8x—-1-6
2x>+5x 7
Portanto: (x2 —3x — 1) + (-3x>+ 8x — 6) =-2x>+ 5x — 7

Exemplo 2

Adicionando 4x*> — 10x — 5 e 6x + 12, teremos:

(4x%—10x —5) + (6x + 12) — eliminar os parénteses utilizando
0 jogo de sinal.

4x?—10x — 5 + 6x + 12 — reduzir os termos semelhantes.

4x2—10x +6x -5+ 12

4x2 —4x +7

Portanto: (4x>— 10x — 5) + (6x + 12) =4x*—4x + 7

Subtracao
Exemplo 1
Subtraindo —3x2 + 10x — 6 de 5x> — 9x — 8.

(5% — 9x — 8) — (-3x%* + 10x — 6) — eliminar os parénteses
utilizando o jogo de sinal.

—(-3x%) =+3x?
— (+10x) = —10x
—(-6)=+6

5x% - 9x — 8 + 3x? —10x +6 — reduzir os termos semelhantes.
5x2+3x2-9x —10x -8+ 6

8x>—19x -2

Portanto: (5x* — 9x — 8) — (-3x*+ 10x — 6) = 8x> — 19x — 2

Exemplo 2
Se subtrairmos 2x3 — 5x2 —x + 21 e 2x> + x2 — 2x + 5 teremos:

(2x3 = 5x* —x + 21) — (2x® + x> — 2x + 5) — eliminando os
parénteses através do jogo de sinais.

NONA, Didatismo e Conhecimento

2x3 — 5x2 —x + 21 — 2x® — x® + 2x — 5 — redugdo de termos
semelhantes.

2x3-2x3 - 5x* —x*—x+2x+21 -5

0x*—6x*2+x+ 16

—-6x>+x+16

Portanto: (2x> - 5x> —x +21) - (2x* + x> —2x + 5) = - 6x> +
x+16

Exemplo 3

Considerando os polindomios A = 6x* + 5x? — 8x + 15, B =2x3
—6x2-9x+ 10 e C=x3+ 7x>+ 9x + 20. Calcule:

a)A+B+C

(6x3 + 5x* — 8x + 15) + (2x* — 6x* — 9x + 10) + (x*> + 7x* + 9x
+20)

6x3+5x2—-8x+15+2x3—-6x2-9x + 10+ x>+ 7x>+ 9x + 20

6x3+2x3+x3+5x2-6x2+7x2—-8Xx—9x+9x + 15+ 10+ 20

9x3 + 6x%2 - 8x +45

A+B+C=9x*+6x*—-8x+45

b)A-B-C
(6x® +5x2 - 8x + 15) — (2x3 — 6x> - 9x + 10) — (x* + 7x* + 9x
+20)

6x3+5x2-8x+15-2x3+6x2+9x - 10— x>—-7x2-9x - 20
6x3—-2x3—-x3+5x2+6x2-7x2—-8x+9x-9x +15-10-20
6x3—-3x3+ 11x2-7x2—-17x +9x + 15 - 30
3x3+4x2-8x— 15

A-B-C=3x>+4x>-8x—15

A multiplicagdo com polindmio (com dois ou mais monomios)
pode ser realizada de trés formas:

Multiplicagdo de mondémio com polindmio.

Multiplicagdo de numero natural com polindmio.

Multiplicagdo de polindmio com polindmio.

As multiplicagdes serfio efetuadas utilizando as seguintes
propriedades:

- Propriedade da base igual e expoente diferente: a" . am»=a "™

- Mondmio multiplicado por mondémio ¢ o mesmo que
multiplicar parte literal com parte literal e coeficiente com
coeficiente.

Multiplica¢do de mondomio com polinomio

- Se multiplicarmos 3x por (5x> + 3x — 1), teremos:

3x . (5x* + 3x — 1) — aplicar a propriedade distributiva.
3x.5x2+3x.3x +3x. (-1)

15x3 + 9x% — 3x

Portanto: 3x (5x> + 3x — 1) = 15x*+ 9x? — 3x

- Se multiplicarmos -2x? por (5x — 1), teremos:

-2x? (5x — 1) — aplicando a propriedade distributiva.
2x2 . 5x = 2x%. (-1)

- 10x3 +2x2

Portanto: -2x2(5x — 1) = - 10x> + 2x?
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Multiplicagdo de niimero natural

- Se multiplicarmos 3 por (2x*> + x + 5), teremos:

3 (2x% + x + 5) — aplicar a propriedade distributiva.
3.2x*+3.x+3.5

6x*+3x + 15.

Portanto: 3 (2x*> + x + 5) = 6x*> + 3x + 15.
Multiplicag¢ao de polindmio com polindomio

- Se multiplicarmos (3x — 1) por (5x* + 2)
(3x—1).(5x*+ 2) — aplicar a propriedade distributiva.
3x.5x2+3x.2-1.5x*-1.2

15x3 + 6x — 5x2 -2

Portanto: (3x — 1) . (5x*> +2) = 15x* + 6x — 5x* - 2

- Multiplicando (2x2+ x + 1) por (5x — 2), teremos:
(2x*+x + 1) (5x — 2) — aplicar a propriedade distributiva.
2x%. (5x) +2x2 . (2) +x.5x +x . (-2) +1.5x +1.(-2)
10x3 —4x% + 5x2 = 2x + 5x — 2

10x3+ x2 + 3x — 2

Portanto: 2x> +x + 1) (5x —2) = 10x*+ x> + 3x — 2
Divisao

A compreensdo de como funciona a divisdo de polindmio por
mondmio ira depender de algumas definigdes e conhecimentos.
Sera preciso saber o que ¢ um mondémio, um polindmio e como
resolver a divisdo de mondmio por mondmio. Dessa forma, veja a
seguir uma breve explicagao sobre esses assuntos.

* Polindmio ¢ uma expressdo algébrica racional e inteira, por
exemplo:

X2y

3x -2y

x+y>+ab

* Monomio ¢ um tipo de polindmio que possui apenas um
termo, ou seja, que possui apenas coeficiente e parte literal. Por
exemplo:

a? — 1 é o coeficiente e a? parte literal.

3x%y — 3 ¢ o coeficiente e x%y parte literal.

-5xy® — -5 é o coeficiente e xy® parte literal.

* Divisao de mondmio por mondémio

Ao resolvermos uma divisdo onde o dividendo e o divisor
sdo monomios devemos seguir a regra: dividimos coeficiente com
coeficiente e parte literal com parte literal. Exemplos: 6x* : 3x =6
L X3 =2x23x2

-10x3yt - 2xy? =-10 x2
2 =

A

b
}[u‘.

Observagdo: ao dividirmos as partes literais temos que estar
atentos a propriedade que diz que base igual na divisdo, repete a
base e subtrai os expoentes.

Depois de relembrar essas defini¢des veja alguns exemplos de
como resolver divisdes de polindmio por mondomio.

Exemplo: (10a°b® + 8ab?) : (2ab?)

= -Sxy*

NONA, Didatismo e Conhecimento

O dividendo 10a°b* + 8ab? ¢ formado por dois monémios.
Dessa forma, o divisor 2ab?, que ¢ um monémio, ira dividir cada
um deles, veja:

(10ab* + 8ab?) : (2ab?)

10a°b? + 8ab?

7 3
2ab* Zab*

Assim, transformamos a divisdo de polindmio por mondémio
em duas divisdes de mondmio por monomio. Portanto, para

concluir essa divisdo ¢ preciso dividir coeficiente por coeficiente e
parte literal por parte literal.

102’k + 8Sab?

i) g )
2ab* 2ab*

Sath  + 4
(10a%b* + 8@132)

I(lOa3b3) : (Zabz)‘ + I(Sabz) : (Eabl)I

Sa’b + 4

Portanto, (102’ + 8ab?) : (2ab?) = 5a’b + 4
Exemplo: (9x%y® — 6x3y? — xy) : (3x%y)

O dividendo 9x%y* — 6x3y* — xy é formado por trés monomios.
Dessa forma, o divisor 3x%y, que é um monomio ira dividir cada
um deles, veja:

5 8 ]
Ox*v’ — 6x'y" — xv¥
3xly 3xly Ix’y

Assim, transformamos a divisdo de polindmio por mondémio
em trés divisdes de mondmio por mondmio. Portanto, para concluir
essa divisdo ¢ preciso dividir coeficiente por coeficiente e parte
literal por parte literal.

2.3 3.3
Oxiy’ — 65’V - Xy
3xly 3xy Ix'y

3y —2xv— 1
Ix

Portanto,

Oy — 6xiy - xy) - Gxdy) =332 - 2xy— 1 ou3y-2xy - Ixl
3x 3

Exercicios

1. Um Caderno custa y reais. Glaucia comprou 4 cadernos,
Cristina comprou 6, ¢ Karina comprou 3. Qual é o0 monomio que
expressa a quantia que as trés gastaram juntas?

2. Suponha que a medida do lado de um quadrado seja

expressa por 6x2, em que X representa um nuimero real positivo.
Qual o mondémio que vai expressar a area desse quadrado?
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3. Um caderno de 200 folhas custa x reais, ¢ um caderno de
100 folhas custa y reais. Se Noémia comprar 7 cadernos de 200
folhas e 3 cadernos de 100 folhas, qual é a expressao algébrica que
ira expressar a quantia que ela ird gastar?

4. Escreve de forma reduzida o polinémio: 0,3x — 5xy + 1,8y
+2x—y +3,4xy.

5. Calcule de dois modos (7x — 2xy — 5y) + (-2x + 4xy +y)
6. Determine P, + P, — P, dados os Polindmios:

P =3x*+x%*-Ty?
P, =2x*+ 8x?y* + 3y?
P, =5x*+7x%? - 9y?

7. Qual ¢ o polindmio P que, adicionado ao polindmio 2y* —
3y* +y2 — 5y + 3, d4 como resultado o polindmio 3y’ — 2y* — 2y3
+2y*—4y +1?

8. Qual ¢ a forma mais simples de se escrever o polindmio
expresso por: 2x(3a — 2x) + a(2x — a) — 3x(a + x)?

9. Qual a maneira para se calcular a multiplicagdo do seguinte
polindmio: (2x +y)(3x — 2y)?

10. Calcule: (122°b? — 20a'b® + 48a°b%) (4ab).

Respostas

1) Resposta “13y reais”.

Solugao: 4y + 6y + 3y =
=@4+6+3)y=

=13y

Logo, as trés juntas gastaram 13y reais.

2) Resposta “36x*”.

Solugao:

Area: (6x2)2 = (6)? . (x)* = 36x*
Logo, a area ¢ expressa por 36x*.

3) Resposta “7x + 3y”.

Solugido:

7 cadernos a x reais cada um: 7x reais

3 cadernos a y reais cada um: 3y reais.

Portanto, a quantia que Noémia gastard na compra dos
cadernos ¢é expressa por:

7x + 3y — uma expressao algébrica que indica a adigdo de
monomios.

4) Resposta “2,3x — 1,65xy + 0,8y”.

Solugao:

0,3x — 5xy + 1,8y + 2x —y + 3,4xy =

= 0,3x + 2x — 5xy + 3.4xy + 1,8y — y = — propriedade
comutativa

=2,3x — 1,65xy + 0,8y — reduzindo os termos semelhantes

NONA, Didatismo e Conhecimento

Entdo: 2,3x — 1,65xy + 0,8y é a forma reduzida do polinomio

dado.

5) Resposta “5x + 2xy — 4y”.
Solugao: 1° Modo:
(7x —2xy — 5y) + (-2x +4xy +y) =
=7x-2xy-Sy—-2x+t4xy +y=
=T7x—-2x—-2xy +4xy - Sy +y=
=5x + 2xy — 4y
2° Modo:

7x —2xy — 5y
— 2x+t4xy+y

5x + 2xy — 4y

6) Resposta “—3x2 + 2x%y? + 5y?”.

Solugéo:

(Bx> +x%y* - Ty?) + (x> + 8x?y* + 3y?) — (5x* + 7x%y? - 9y?) =
=3x+x%y? - Ty* — x> + 8x%y? + 3y* - 5x* - Tx’y* + Oy* =
=3x>—x>—-5x* + x%y* + 8x?y? - TxX%y* — Ty* + 3y* + 9y* =
=-3x? + 2x%y? + 5y?

Logo, P, + P, — P, =-3x> + 2x%y? + 5y
7) Resposta “y® + y*— 2y’ + y> +y — 2.

Solugéo:
P+ 2y’ —3y*+y>—5y +3) =3y’ - 2y* - 2y + 2y? — 4y +

1). Dai:

P=(Gy’-2y' -2y’ + 2y’ —4y + 1) - 2y’ - 3y* +y* - 5y +3) =
=3y - 2y* -2y  +2y? — 4y + 1 -2y’ + 3y* —y2 + 5y -3 =
=3y =2y’ - 2y'+ 3y'-2y'+ 2y? —y? —dy + Sy + 1 -3 =
=y Ay 2ytyity -2

Logo, o polinémio P procurado é y° + y*—2y* + y> +y — 2.

8)Resposta “Sax — 7x — a?”.
Solugao:

2x(3a—2x) +a(2x —a) —3x(a +x) =
= 6ax —4x* + 2ax — a*? — 3ax — 3x* =
=6ax + 2ax — 3ax —4x*>—-3x*—-a’=
=Sax — 7x*—a?

9) Resposta “6x> — xy — 2y>”.

Solugao: Nesse caso podemos resolve de duas maneiras:
1° Maneira: (2x +y)(3x — 2y) =
=2X.3x-2x.2y+ty.3x—-y.2y=

=6x>—4xy + 3xy - 2y* =

=60x>—xy —2y?

2° Maneira:
3x -2y
X 2x+y

NovnQ

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS



10) Resposta “3a‘b — 5a°b* + 12a%b*”.

Solugao:

(12a°b? — 20a*b® + 48a°b*) = (4ab) =

= (12a°b* + 4ab) — (20a*b*> = 4ab) + (48a°b* = 4ab) =
= 3a'b — 5a%b? + 12a%b?

Calculos Algébricos

Expressoes Algébricas sdo aquelas que contém numeros e
letras.
Ex: 2ax?+bx

Variaveis sdo as letras das expressdes algébricas que repre-
sentam um numero real e que de principio ndo possuem um valor
definido.

Valor numérico de uma expressdo algébrica é o nimero que
obtemos substituindo as varidveis por numeros e efetuamos suas
operacoes.

Ex: Sendo x =1 e y = 2, calcule o valor numérico (VN) da
expressao:

x2+y » 12 +2=3 Portando o valor numérico da expressao
¢é 3.

Mondmio: os niimeros e letras estdo ligados apenas por pro-
dutos.
Ex : 4x

Polinémio: ¢ a soma ou subtragdo de monomios.
Ex: 4x+2y

Termos semelhantes: s3o aqueles que possuem partes literais
iguais ( variaveis )

Ex:2x*y?z e3x3y?z » sdo termos semelhantes pois pos-
suem a mesma parte literal.

Adicdo e Subtracio de expressdes algébricas

Para determinarmos a soma ou subtracdo de expressoes algé-
bricas, basta somar ou subtrair os termos semelhantes.

Assim: 2x3y?z+3x3y?z=5x3y*zou2x*y*z- 3x°y*z
=_x3 yz 7

Convém lembrar dos jogos de sinais.
Naexpressdao (x*+2y*+1)—(y?-2)=x+2y*+1-y?
+2=x*+y*+3

Multiplicacdo e Divisdao de expressdes algébricas

Na multiplicagdo e divisdo de expressdes algébricas, devemos
usar a propriedade distributiva.

Exemplos:

l)a(xty)=ax+ay

2) (atb)(x+y) = ax + ay + bx + by

3)x(x2+y)=x>+xy

Para multiplicarmos poténcias de mesma base, conservamos a
base e somamos 0s expoentes.

Na divisdo de poténcias devemos conservar a base e subtrair
0Ss expoentes

Exemplos:

NONA, Didatismo e Conhecimento

1)4x?: 2x=2x
2)(6x*-8x):2x=3x*-4
3) (x* - 5x3+ 9x% - Tx+2) (x? - 2x + 1) =x? - 3x +2

Resolugao:

x4 -5x3+9x% - Tx+H2 | x*-2x + 1
x4+ 2x3 - x? x?-3x+2
-3x3 + 8x2 -7x
3x3 - 6x2 -3x
2x2-4x +2
2x2+4x -2
0

Para iniciarmos as operac¢des devemos saber o que sdo termos
semelhantes.

Dizemos que um termo ¢ semelhante do outro quando suas
partes literais sdo idénticas.

Veja:

5x? e 42x sdo dois termos, as suas partes literais sdo x> € x, as
letras sdo iguais, mas o expoente nao, entdo esses termos nao sao
semelhantes.

7ab? e 20ab? sdo dois termos, suas partes literais sdo ab® ¢ ab?,
observamos que elas sdo idénticas, entdo podemos dizer que sdo
semelhantes.

Adicdo e subtracio de monomios

S6 podemos efetuar a adigdo e subtragdo de mondmios entre
termos semelhantes. E quando os termos envolvidos na operagao
de adicdo ou subtra¢do ndo forem semelhantes, deixamos apenas
a operagao indicada.

Veja:

Dado os termos 5xy? 20xy? como os dois termos sdo
semelhantes eu posso efetuar a adi¢@o e a subtragdo deles.

5xy? + 20xy? devemos somar apenas os coeficientes e
conservar a parte literal.

25 xy?

S5xy* - 20xy’ devemos subtrair apenas os coeficientes e
conservar a parte literal.

- 15xy2

Veja alguns exemplos:
- x? - 2x% + x? como os coeficientes sdo fragdes devemos tirar
ommcde6e9.
3x? -4 x24+ 18 x2
18

17x?
18

- 4x* + 12y* — 7y* — 5x* devemos primeiro unir os termos
semelhantes. 12y° — 7y® + 4x? — 5x? agora efetuamos a soma ¢ a
subtragao.

-5y® — x?como os dois termos restantes ndo sdo semelhantes,
devemos deixar apenas indicado a operagdo dos mondmios.
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Reduza os termos semelhantes na expressdo 4x* — 5x -3x +
2x2. Depois calcule o seu valor numérico da expressdo. 4x*— 5x
- 3x + 2x?reduzindo os termos semelhantes. 4x? + 2x? — 5x - 3x

6x2 - 8x 0s termos estdo reduzidos, agora vamos achar o valor
numérico dessa expressao.

Para calcularmos o valor numérico de uma expressao devemos
ter o valor de sua incdgnita, que no caso do exercicio é a letra x.

Vamos supor que X = - 2, entdo substituindo no lugar do x o
-2 termos:

6Xx? - 8x
6.(-2-8.(2)=
6.4+16=
24 + 16

40

Multiplica¢io de mondmios

Para multiplicarmos mondmios ndo € necessario que eles sejam
semelhantes, basta multiplicarmos coeficiente com coeficiente e
parte literal com parte literal. Sendo que quando multiplicamos
as partes literais devemos usar a propriedade da poténcia que diz:
a™ . a"= a™"" (bases iguais na multiplica¢do repetimos a base ¢
somamos os expoentes).

(3a%) . (- 5ab*) na multiplicagdo dos dois monémios, devemos
multiplicar os coeficientes 3 . (-5) e na parte literal multiplicamos
as que t€ém mesma base para que possamos usar a propriedade a™

an=gm+n

3.(-5).a’>.a.b.b’
_15 a2-*-1 b1+3
-15 a’b*

Divisio de monomios

Para dividirmos os mondmios ndo € necessario que eles sejam
semelhantes, basta dividirmos coeficiente com coeficiente e parte
literal com parte literal. Sendo que quando dividirmos as partes
literais devemos usar a propriedade da poténcia que diz: a™ : a
=a™ " (bases iguais na divisdo repetimos a base e diminuimos os
expoentes), sendo que a # 0.

(-20x%y?) : (- 4xy?®) na divisdo dos dois mondmios, devemos
dividir os coeficientes -20 ¢ - 4 ¢ na parte literal dividirmos as que
tém mesma base para que possamos usar a propriedade am : a® =
am "

20:(-4).x2:x.y Y]
5 XZ—] y3—3

Sxly?

5x

Potenciacio de monémios

Na potenciagdo de mondmios devemos novamente utilizar
uma propriedade da potenciagao:

NONA, Didatismo e Conhecimento

I (a.bym=am.b"

(I (am)"=am-»

Veja alguns exemplos:

(-5x?b®)? aplicando a propriedade

(D). (-5)*. (x»)* . (b%)? aplicando a propriedade
(1) 25 . x*. b 25x*b™

Exercicios
1. Determine o 7° termo do bindmio (2x + 1)9, desenvolvido
segundo as poténcias decrescentes de X.

2. Qual o termo médio do desenvolvimento de (2x + 3y)8?

3. Desenvolvendo o bindmio (2x - 3y)3n, obtemos um polind-
mio de 16 termos. Qual o valor de n?

4. Determine o termo independente de x no desenvolvimento
de (x + 1/x)6.

5. Calcule: (3x242x-1) + (-2x>+4x+2).

6. Efetue e simplifique o seguinte calculo algébrico: (2x+3).
(4x+1).

7. Efetue e simplifique os seguintes calculos algébricos:
a) (x - y).(x* - xy +y?)
b) Bx-y).3x+y).2x-y)

8. Dada a expressao algébrica bc — b2, determine o seu valor
numérico quandob=22ec=1,8.

9. Calcule o valor numérico da expressao 2x3 — 10y, quando
x=-3ey=-4.

10. Um caderno curta y reais. Glaucia comprou 4 cadernos,
Cristina comprou 6 cadernos, € Karina comprou 3. Qual ¢ o mond-
mio que expressa a quantia que as trés gastaram juntas?

Respostas
1) Resposta “672x3”.
Solugdo: Primeiro temos que aplicar a férmula do termo geral
de (a + b)n, onde:

a=2x
b=1
n=9

Como queremos o sétimo termo, fazemos p = 6 na formula do
termo geral e efetuamos os célculos indicados.
Temos entdo:

T =T, =C, .@2x)%x (1= — 2 x2xpxl=
9"’8”76' ! o0 - (29) M [(9-6)! x6!] %)
= T3a06 X072

Portanto o sétimo termo procurado é 672x3.

2) Resposta “90720x4y4”.
Solugao: Temos:

a=2x
b=3y
n=2_8
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Sabemos que o desenvolvimento do bindémio terd 9 termos,
porque n = 8. Ora sendo T, T, T, T, T, T, T, T, T, os termos do
desenvolvimento do bindmio, o termo do meio (termo médio) sera
o T, (quinto termo).

Logo, o nosso problema resume-se ao calculo do T5. Para
isto, basta fazer p =4 na férmula do termo geral e efetuar os calcu-
los decorrentes. Teremos:

=T = 8-4 4_ 8! 4 4_
T4+1 Ts Cg,4 . (2X) . (3}’) [(8-4)' 4'] . (2X) . (3y)
- 8.7.65.41 gyt 8ly*
(41.4.3.2.1

Fazendo as contas vem:
T, =70.16.81.x* . y* = 90720x*y* , que ¢ o termo médio pro-
curado.

3) Resposta “5”.

Solugdo: Ora, se o desenvolvimento do bindmio possui 16 ter-
mos, entdo o expoente do binémio ¢ igual a 15.

Logo,

3n =15 de onde se conclui que n = 5.

4) Resposta “20”.

Solugdo: Sabemos que o termo independente de x ¢ aquele
que ndo depende de x, ou seja, aquele que nao possui X.

Temos no problema dado:

a=x
bo L

X
n=o6.

Pela formula do termo geral, podemos escrever:

_ P N D gp— .

T, =6C,- X, (; )= Cep XoP xP= Cep X652,

Ora, para que o termo seja independente de x, o expoente des-
ta variavel deve ser zero, pois x° = 1.

Logo, fazendo 6 - 2p = 0, obtemos p = 3. Substituindo entdo p
por 6, teremos o termo procurado. Te}nos entao; 431

T, =T,=C,.x"=C,,= 6! - 65431 5,

: 2 [(6-3)1.31] 312.1

Logo, o termo independente de x € o T, (quarto termo) que €

igual a 20.

5) Solugao:

(3x2+2x-1) + (-2x>+4x+2)
3x2+2x—1-2x*+4x+2 =
x?+6x+1

6) Solugao:
(2x+3).(4x+1)
8x2+2x +12x+3 =
8x2+ 14x +3

7) a - Solugdo:

(x-y)-(x*-xy +y%)
x3-x2y+xy2-x2y+xy2-y3:
X3 - 2x%y + 2xy? -y} =
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b - Solugao:

(3x-y).(3x +y).(2x - y)
(3x-y).(6x*-3xy +2xy - y*) =

(3x - y).(6x* - xy - y?) =

18x? - 3x%y - 3xy? - 6X*y + Xy* +y* =
18x3 - 9x%y - 2xy* +y?

8) Resposta “-0,88”.

Solugio:

bc—b2 =

2,2 . 1,8 — 2,22 = (Substituimos as letras pelos valores passa-
dos no enunciado)

3,96 —4,84 =

-0,88.

Portanto, o valor procurado ¢ 0,88.

9) Resposta “-14”.

Solugio:

2x3 - 10y =

2.(-3)* - 10.(-4) = (Substituimos as letras pelos valores do
enunciado da questao)

2.27)-10.(-4) =

(-54) - (-40) =

-54 +40 =-14.

Portanto -14 ¢ o valor procurado na questao.

10) Resposta “13y reais”.
Solug@o: Como Glaucia gastou 4y reais, Cristina 6y reais e
Karina 3y reais, podemos expressar essas quantias juntas por:

4y + 6y + 3y =
(4+6+3)y-
13y

Importante: Numa expressdo algébrica, se todos 0s monomios
ou termos sdo semelhantes, podemos tornar mais simples a expres-
sdo somando algebricamente os coeficientes numéricos e manten-
do a parte literal.

Equag¢ido do 1° Grau
Veja estas equagdes, nas quais ha apenas uma incognita:
3x —2 =16 (equacado de 1° grau)

2y* — 5y = 11 (equagdo de 3° grau)

1-3x+ % =X+ % (equagado de 1° grau)

O método que usamos para resolver a equagdo de 1° grau ¢
isolando a incognita, isto ¢, deixar a incognita sozinha em um dos
lados da igualdade. Para conseguir isso, ha dois recursos:

- inverter operagoes;

- efetuar a mesma operagdo nos dois lados da igualdade.

Exemplol
Resolugdo da equagio 3x — 2 = 16, invertendo operagdes.

Procedimento e justificativa: Se 3x —2 da 16, conclui-se que

3xda 16 +2,isto &, 18 (invertemos a subtragdo). Se 3x éigual a 18,
¢ claro que x ¢ igual a 18 : 3, ou seja, 6 (invertemos a multiplicagdo
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Registro
3x-2=16
3x=16+2

>~ 1§

M

Exemplo 2
Resolugao da equacdo 1 — 3x + 2 - X+ L , efetuando a
mesma operacao nos dois lados da igualdade.

Procedimento e justificativa: Multiplicamos os dois lados
da equag@o por mmc (2;5) = 10. Dessa forma, sdo eliminados
os denominadores. Fazemos as simplificacdes ¢ os calculos
necessarios e isolamos x, sempre efetuando a mesma operagao nos
dois lados da igualdade. No registro, as operagdes feitas nos dois
lados da igualdade sao indicadas com as setas curvas verticais.

Registro

1-3x+2/5=x+1/2

10-30x+4=10x +5

-30x-10x=5-10-4

-40x = +9(-1)

40x =9

x = 9/40

x = 0,225

Héa também um processo pratico, bastante usado, que se baseia
nessas ideias e na percepc¢ao de um padrio visual.
-Sea+b=c, conclui-se quea=c +b.

Na primeira igualdade, a parcela b aparece somando no lado
esquerdo; na segunda, a parcela b aparece subtraindo no lado
direito da igualdade.

-Sea.b=c, conclui-se que a =c + b, desde que b # 0.

Na primeira igualdade, o nimero b aparece multiplicando no
lado esquerdo; na segunda, ele aparece dividindo no lado direito
da igualdade.

O processo pratico pode ser formulado assim:

- Para isolar a incognita, coloque todos os termos com
incognita de um lado da igualdade e os demais termos do outro
lado.

- Sempre que mudar um termo de lado, inverta a operagao.

Exemplo
+ +2) . (x- 2
Resolugao da equagdo 5(X2 D (x 2)3 (x-3) - XT’ usando o

processo pratico.

Procedimento e justificativa: Iniciamos da forma habitual,
multiplicando os dois lados pelo mmc (2;3) = 6. A seguir, passamos
a efetuar os calculos indicados. Neste ponto, passamos a usar o
processo pratico, colocando termos com a incognita a esquerda e
numeros a direita, invertendo operagdes.

Registro

5(x+2)  (x+2).(x-3) _ X
2 3 3

W
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3
15(x +2) - 2(x +2)(x — 3) =—2x?
15x +30 — 2(x* = 3x + 2x — 6) = — 2x?
15x +30 - 2(x> —x — 6) =—2x2

15x +30 — 2x2+ 2x + 12 = — 2%?

17x —2x*+ 42 =-2x?

17x — 2x*+ 2x*=—-42

17x :4—242

17

6. 3(xt2) g (x+2) . (x-3) _ ¢ X’
) ' 3

Note que, de inicio, essa {ltima equacdo aparentava ser de
2° grau por causa do termo - = ho seu lado direito. Entretanto,
depois das simplificagdes, vimos que foi reduzida a uma equagao

de 1° grau (17x =—42).

Exercicios

1. Resolva a seguinte equacao: X él X Z 3 _ 2x-2 ;4

2. Resolva: -3 2x+3 _5=w_4};+2
2 2 5
3. Calcule:
a)-3x-5=25
b)2x - L =3
2
¢) 3x +24 =-5x

4. Existem trés nimeros inteiros consecutivos com soma igual
a 393. Que nimeros sdo esses?

5. Determine um numero real “a” para que as expressoes (3a
+6)/ 8 e (2a + 10)/6 sejam iguais.

6. Determine o valor da incognita x:
a)2x—8=10

b) 3 —7.(1-2x) =5 — (x19)

7. Verifique se trés € raiz de 5x —3 =2x + 6.

8. Verifique se -2 é raiz de x> —3x =x—6.

9. Quando o niimero x na equagdo (k—3).x+(2k—-5)4+

4k = 0 vale 3, qual sera o valor de K?

10. Resolva as equagdes a seguir:
a)l8x - 43 =65

b)23x - 16 =14 - 17x
¢)10y-5(1+y)=3Q2y-2)-20
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Respostas
[T—— -31 2
1) Resposta “ x 7
Solugao:
x-1 x+3 :2X_x-4
2 4 3

6(x-1)-3(x+3)=24x-4(x-4)
2

6x—-6-3x—-9=24x-4x+ 16
6Xx —3x-24x +4x=16+9+6
10x —-27x =31

-1)-17x =31

(7)_31X

17
14
2) Resposta “ x = Y ”
Solugio:

x—3 (2x+3) _3x+1 4x+2

5 2 2 5
2(x—3) = 5Q2x+3) =510 = 53x + 1) — 2(4x + 2)

10
2x—6—10x—15—-50=15x+5—-8x— 4
2x—10x—15x+8x=6+154+50—-5+4

—15x =70
_ 70
*= 15
14

x=_—3

3) Solucéo:

a)-3x—-5=25
3x=25+5
(-1) -3x=30

22x)-1=6

2
4x—-1=6
4x=6+1
4x =17

o 1
4

¢) 3x +24 =-5x

3x +5x=-24

8x =-24

24 _
8

3
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4

4) Resposta “130; 131 e 132”.
Solugéo:

X+ (x+1)+(x+2)=393

3x +3=393

3x =390

x =130

Entdo, os nimeros procurados sao: 130, 131 e 132.

5) Resposta “22”.
Solugao:
(B3a+6)/8=(2a+10)/6
6 (3a+6)=8(2a+10)
18a+ 36 =16a+ 80

2a= 44

a=44/2=22

6) Solucio:
a)2x—-8=10
2x=10+38

2x =18

x=9 — V={9}

b) 3-7.(1-2x) =5 — (x+9)
3-7+14x=5-x-9
14x+x=5-9-3+7
15x=0

x=0 — V={0}

7) Resposta “Verdadeira”.
Solugdo:

5x-3=2x+6

53-3=23+6

15-3=6+6

12 = 12 — verdadeira

Entdo 3 éraizde 5x —3=2x+6

8) Resposta “Errada”.
Solugéo:
x2-3x=x-6
(-2*-3.(-2)=-2-6

446=-2-6

10=-8

Entdo, -2 ndo éraizde x> - 3x=x—6
9) Resposta “ k = % ”

Solugéo:
(k-3).3+2k—-5).4+4k=0
3k—=9+8k—-20+4k=0
3k + 8k +4k=9+20
15k =29

29

T

10) Resposta
a) 18x=65+43
18x =108
x=108/18
x=06

b)23x=14-17x+ 16
23x +17x =30

40x =30

x =30/40 =%
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c) 10y -5-5y=6y-6-20

Sy-6y=-26+5
y=-21
y=21

Equacgio do 2° Grau

Denomina-se equagdo do 2° grau na incognita x toda equagao
da forma ax? + bx + ¢ =0, em que a, b, ¢ sdo numeros reais € a # 0.

Nas equagdes de 2° grau com uma incognita, os nimeros reais
expressos por a, b, ¢ sao chamados coeficientes da equacao:

- a ¢ sempre o coeficiente do termo em x2.

- b é sempre o coeficiente do termo em x.

- ¢ ¢ sempre o coeficiente ou termo independente.

Equagdo completa e incompleta:

-Quando b # 0 e ¢ # 0, a equago do 2° grau se diz completa.

Exemplos

5x%—8x + 3 =0 ¢ uma equagio completa (a=35,b=—8, c=3).

y*+ 12y + 20 = 0 ¢ uma equagdo completa (a=1,b=12, ¢
=20).

-Quandoh=0o0uc=0o0ub=c=0,aequagdo do 2° grau se
diz incompleta.

Exemplos

x?—81 =0 ¢ uma equagio incompleta (a=1,b=0¢ c=—281).
10t2 +2t = 0 é uma equagdo incompleta (a=10,b=2 e c =0).
S5y? =0 é uma equagéo incompleta (a=5,b=0e c=0).

Todas essas equagdes estdo escritas na forma ax* + bx + ¢
=0, que ¢ denominada forma normal ou forma reduzida de uma
equacdo do 2° grau com uma incognita.

Ha, porém, algumas equagdes do 2° grau que ndo estao escritas
na forma ax? + bx + ¢ = 0; por meio de transformagdes convenientes,
em que aplicamos o principio aditivo e o multiplicativo, podemos
reduzi-las a essa forma.

Exemplo: Pelo principio aditivo.
2x*—=Tx+4=1-%?
2x*—=Tx+4-1+x*=0
2x2+x2-7x+4-1=0
3x*-7x+3=0

Exemplo: Pelo principio multiplicativo.

2. 1L x

x 2 x-4

4(x-4-x(x-4 _  2x
2x(x - 4) 2x(x - 4)

4(x —4) —x(x —4)=2x2
4x — 16 — x* + 4x = 2x?
- x2+8x—16=2x>
—x2-2x*+8x—-16=0
—-3x*+8x-16=0

Resolugdo das equagdes incompletas do 2° grau com uma
incognita.

- A equagdo ¢é da forma ax*> + bx = 0.

x*+ 9 =0 = colocamos x em evidéncia
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x.x=9)=0
x=0 ou x—-9=0
x=9

Logo, S = {0, 9} e os numeros 0 ¢ 9 sdo as raizes da equagao.
- A equagdo ¢ da forma ax> + ¢ = 0.

x2 — 16 = 0 = Fatoramos o primeiro membro, que é uma
diferenca de dois quadrados.

x+4).x-4)=0

x+4=0 X

x=—4 x=4

Logo, S = {4, 4}.

Férmula de Bhaskara

Usando o processo de Bhaskara e partindo da equagao escrita
na sua forma normal, foi possivel chegar a uma férmula que vai
nos permitir determinar o conjunto solu¢do de qualquer equagao
do 2° grau de maneira mais simples.

Essa formula é chamada formula resolutiva ou férmula de
Bhaskara.

bt

x 2.a

Nesta formula, o fato de x ser ou ndo numero real vai depender
do discriminante r; temos entdo, trés casos a estudar.

1° caso: A é um nimero real positivo (A > 0).

Neste caso, +A é um nimero real, e existem dois valores reais
diferentes para a incognita x, sendo costume representar esses
valores por x’ ¢ x”, que constituem as raizes da equagao.

X:-bfﬁ X,:-bﬂfA
2.a 2.a

EE) :'b - ‘/B
X 2.a

2° caso: A é zero (A=0).

Neste caso, vA é igual a zero e ocorre:

(—bTA _ _bTO b0 b
2a 24  2a 2a

Observamos, entdo, a existéncia de um Unico valor real para
a incognita x, embora seja costume dizer que a equacao tem duas
raizes reais e iguais, ou seja:

9 ’?:i
2a

3° caso: A ¢ um numero real negativo (A < 0).

Neste caso, vA ndo é um niimero real, pois ndo h4 no conjunto
dos numeros reais a raiz quadrada de um namero negativo.
Dizemos entdo, que nao ha valores reais para a incognita x, ou
seja, a equacao ndo tem raizes reais.
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A existéncia ou ndo de raizes reais e o fato de elas serem duas 7. (U. Caxias do Sul-RS) Se uma das raizes da equagdo 2x*> —
ou uma Unica dependem, exclusivamente, do discriminante A= 3px +40=0 ¢ 8, entdo o valor de p é:
b? —4.a.c; dai 0 nome que se da a essa expressao. a) 513

Na equagdo ax’ + bx + ¢ =0 b) —

-A=b’-4.a.c c) 73

- Quando A > 0, a equagdo tem raizes reais. d)-5

- Quando A <0, a equag@o ndo tem raizes reais. e)—7

- A> 0 (duas raizes diferentes). 5 5

- A =0 (uma Unica raiz). 8. O ntimero de solugdes reais da equacao: '6)(2;4)( =4,

comx#0ex# — ¢é: 2x7 - 3x

Exemplo: Resolver a equagdo x> + 2x — 8 = 0 no conjunto R. a)0

temos:a=1,b=2ec=-8 b) 1

A=b*-4ac=(2) -4.(1).(-8)=4+32=36>0 c)-2

d)3
Como A > 0, a equacao tem duas raizes reais diferentes, dadas e)4

por:

_btyA QT VB6 2t
2a 2.(1) 2
,:-2+6 :4_:2 ,,:-2—6 :-_8:_4
) 2 X 2 2

Entdo: S = {-4, 2}.
Exercicios

1. Se x*> = — 4x, entdo:
a)x=2oux=1
b)yx=3oux=-1
c)x=0oux=2
d)x=0oux=-4
e)x=4oux=-1

2. As raizes reais da equacdo 1,5x> + 0,1x = 0,6 sdo:

2
a)= el
)5

3 2
b) 2 e 2
)5 3

3 2
0)-—<e-=
) 5 5
d)__ze_z

5 3

3 2
©) 5 ¢ 3

3. As raizes da equagdo x* — 2x> — 3x = 0 sdo:
a)-2,0el
b)-1,2¢3
c)-3,0el
d)-1,0e3
e)—3,0e2

4. Verifique se o niimero 5 ¢ raiz da equagdo x>+ 6x = 0.

5. Determine o valor de m na equag@o x>+ (m + 1)x — 12=0

para que as raizes sejam simétricas.

6. Determine o valor de p na equagéo x> — (2p + 5)x — 1 =0

para que as raizes sejam simétricas.
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9. O(s) valor(es) de B na equagdo x> — Bx + 4 = 0 para que o
discriminante seja igual a 65 é(sdo):

a)0

b)9

c)-9

d)—90u9

e) 16

10. Um valor de b, para que a equagdo 2x> + bx + 2 = () tenha
duas raizes reais e iguais ¢é:
a)2
b) 3
c)4
d)5
e) 6
Respostas

1. Resposta “D”.
Solugéo:

x2=—4x
xX2+4x=0
x(x+4)=0

x=0 x+4=0
x=-4

2) Resposta “E”.

Solugéo:

1,5x*+0,1x = 0,6
1,5x*+0,1x - 0,6 = 0 (x10)

15x>+1x-6=0

A=b>-4.ac

A=1>-4.15.-6

A=1+360

A=1361

X:-IT\/§61 _'1T19_ﬁ_3_ _2_0_ 2
215 30 30 5 M3 "3

3) Resposta “D”.

Solugao
x3-2x2-3x=0
x(x2-2x-3)=0
x=0 x*-2x-3=0
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A=b>—-4.ac

A=-2>-4.1.-3

A=4+12

A=16

A6 2t 4 g 2
21 T2 2 2

4) Resposta “Nao”.

X

Solugao:

:i=i=_6 P=L=—=0
a 1 a

Raizes: {-6,0}
Oux*+6x=0

x(x+6)=0

x=0 ou x+6=0

x=-6

5) Resposta “-1”.
Solugao:

b _-(m+1) _

S=
a 1

m-1 P=-S="2=12
a

-m-1=0
m=-1

6) Resposta “ -5/2”.
Solugio:
XX—2p+5)x—-1=0(1)
X2+2p+5)x+1=0

-b -2p+9) c 1
= =Y -J_ + = — = _—
S . m) 2p+5 P . 1
2p+5=0
2p=-5
p=-5/2

=-1

7) Resposta “C”
Solugio:

2x*—3px +40=0
282 -3p8+40=0
2.64-24p+40=0
128 -24p+40=0

24p=-168 (-1)
p=168/24
p=7

8) Resposta “C”.

Solugao:

-6x% +4x> _ x(-6x +4x*) _ _4
2x2- 3% x(2x - 3)

-8x + 12 = -6x + 4x>

4x2+2x-12=0

A=b*—4ac

A=22-4.4.-12

NONA, Didatismo e Conhecimento

A=4+192
A=19
-2 1196 2114 12

e v 2t 12 30 16
X 5 oug

2.4 8 8

9) Resposta “D”.
Solugao:
xX*-Bx+4=0
b’ —4.a.c
b’-4.1.4

b’>— 16 =65

b= 65+ 16

b =181

b=9

b=-B

B=+9

10) Resposta “C”.
Solugéo:
2x2+Bx+2=0
b’ —4.a.c
b’-4.2.2
b’-16

b’=16

b=116

b=4

=2

1.6 CONCEITO DE NUMERO COMPLEXO

E SUAS REPRESENTACOES

(GEOMETRICA, ALGEBRICA E
TRIGONOMETRICA), RAIZES.

NUMEROS COMPLEXOS

Quantas vezes, ao calcularmos o valor de Delta (b 4ac) na
resolucdo da equagdo do 2° grau, nos deparamos com um valor
negativo (Delta < 0). Nesse caso, sempre dizemos ser impossivel a
raiz no universo considerado (normalmente no conjunto dos reais-
R). A partir dai, varios matematicos estudaram este problema,
sendo Gauss e Argand os que realmente conseguiram expor
uma interpretagdo geométrica num outro conjunto de niimeros,
chamado de ntimeros complexos, que representamos por C.

Numeros Complexos

Chama-se conjunto dos nimeros complexos, e representa-se

por C, o conjunto de pares ordenados, ou seja:

z=(X,y)
onde x pertence a R e y pertence a R.

Entdo, por defini¢ao, se z = (x,y) = (x,0) + (y,0)(0,1) onde

i=(0,1), podemos escrever que:
z=(x,y)=x+yi

Exemplos:
(5,3)=5+3i
(2,1)=2+i
(-1,3)=-1+3i
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Dessa forma, todo o numeros complexo z=(X,y) pode ser
escrito na forma z=x+yi, conhecido como forma algébrica, onde
temos:

x=Re(z, parte real de z

y=Im(z), parte imaginaria de z

Igualdade entre numeros complexos: Dois numeros
complexos sdo iguais se, e somente se, apresentam simultaneamente
iguais a parte real e a parte imagindria. Assim, se z =a+bi e z,=c+di,
temos que:

z,=2,<==>a=c e b=d

Adicdo de numeros complexos: Para somarmos dois
nimeros complexos basta somarmos, separadamente, as partes
reais e imagindrias desses nimeros. Assim, se z=a+bi e z,=c+di,
temos que:

z,+z,=(a+c) + (b+d)

Subtracio de nimeros complexos: Para subtrairmos dois
nimeros complexos basta subtrairmos, separadamente, as partes
reais e imagindrias desses nimeros. Assim, se z=a+bi e z,=c+di,
temos que:

z,-2,=(a-c) + (b-d)

Poténcias de i

Se, por definigéo, temos que i = - (-1)"2, entdo:

i'=

i'=i

i?=-1

P=ii=-li=-i

it=ii*=1.-1=1

=it 1=li=1

i°=1. 1 =1i=i>=-1

i7=1%1=(-1).i=1 ......

Observamos que no desenvolvimento de i" (n pertencente a NV,
com n variando, os valores repetem-se de 4 em 4 unidades. Desta
forma, para calcularmos i" basta calcularmos i* onde r € o resto da
divisdo de n por 4.

Exemplo: i => 63 / 4 da resto 3, logo i®=i*=-i

Multiplica¢do de nimeros complexos: Para multiplicarmos
dois numeros complexos basta efetuarmos a multiplicagdo de
dois bindmios, observando os valores das poténcia de i. Assim, se
z,=a+tbi e z,=c+di, temos que:

z,.z, = a.c + adi + bci + bdi®

z,.z,= a.c + bdi* = adi + bei

z,.z,= (ac - bd) + (ad + bc)i

Observar que : i>=-1

Conjugado de um ntiimero complexo: Dado z=a+bi, define-
se como conjugado de z (representa-se por z) ==> z= a-bi

Exemplo:

z=3-5i=>7=3+5i

z=Ti=>z=-Ti

z=3==>7=3

Divisio de nimeros complexos: Para dividirmos dois
nimeros complexos basta multiplicarmos o numerador ¢ o
denominador pelo conjugado do denominador. Assim, se z=a +
bi e z,= ¢ + di, temos que:

z,/2,= 2,21/ [z,z,] = [ (atbi)(c-di) ] / [ (c+di)(c-di) ]

NONA, Didatismo e Conhecimento

Moédulo de um niimero complexo: Dado z = a+bi, chama-se
modulo de z==>| z | = (a>+b?)"2, conhecido como ro

Interpretacdo geométrica: Como dissemos, no inicio, a
interpretagdo geométrica dos niimeros complexos ¢ que deu o
impulso para o seu estudo. Assim, representamos o complexo z =
a+bi da seguinte maneira

OP=p=|z|=a+P

Im
P
0 = argumento de z,

ou seja:

b P sen B =h/pP
cos B =a/

0 e
0 Re

Forma polar dos nimeros complexos: Da interpretagao
geométrica, temos que:

z,= p(cosO + isen( )
7= pz(ms{]z + isenq )
que ¢é conhecida como forma polar ou trigonométrica de um
nimero complexo.
Operagdes na forma polar: Sejam z =ro (cos t,) € z,=10,(cos
t+isent ). Entdo, temos que:
a)Multiplicacao
4 . 5 =qpleos(6, + 4 )+isen(f +6,)]
Divisao

i = i [cos(D, -8 )+isen(8 -6,)]
K pZ !

Potenciacio
z2"= p" [ cos(n® ) + isen(nd )]
Radiciacao

z, = Vp {cos[(0 +2kn)/n] +isen[(O +2kn )/ n]}

paran=0,1,2,3, .., n-1
Exercicios

1 - Sejam os complexos z,=(2x+1) +yi e z,=-y + 2i. Determine
x e y de modo que z, +z,=0

2 - Determine x, de modo que z = (x+2i)(1+i) seja imaginario
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3 - Qual é o conjugado de z = (2+i) / (7-3i)?

4 - Os modulos de z, = x + 20" e z,= (x-2) + 6i sdo iguais,
qual o valor de x?

5 - Escreva na forma trigonométrica o complexo z = (1+i) / i

Respostas
Resolugao 01.
Temos que:
z,+z,=2x+1-y)+(y+2)=0
logo, ¢é preciso que:
2x+l-y=0ey+2=0
Resolvendo, temos que y =-2 e x =-3/2

Resolugao 02.

Efetuando a multiplicagdo, temos que:

z =X+ (x+2)i + 2i°

7= (x-2) + (x+2)i

Para z ser imaginario puro ¢é necessario que (x-2)=0, logo x=2

Resolugao 03.

Efetuando a divisao, temos que:

z = (2+1)/ (7-31) . (7+31) / (7+31) = (11 + 3i) / 58
O conjugado de Z seria, entdo z = 11/58 - 13i/58

Resolugao 04.

Entdo, |z= (x* + 20)"* = |z, = [(x-2)* + 36} '?
Em decorréncia,

X2 +20=x>-4x+4+36

20 =-4x + 40

4x =20, logo x=5

Resolugao 05.

Efetuando-se a divisdo, temos:

z=[(1+). -] /-?=(-i-i®)=1-1i

Para a forma trigonométrica, temos que:
r=(1+1)2=21"

sent=-1/22=-212/2

cost=1/2"2=212/2

Pelos valores do seno e cosseno, verificamos que t = 315°
Lembrando que a forma trigonométrica ¢ dada por:
z=r(cos t + 1 sen t), temos que:

z=2"2(cos 315°+1i sen 315°)

Circunferéncia Trigonométrica

Dada uma circunferéncia trigonométrica contendo o ponto
A=(1,0) e um niimero real X, existe sempre um arco orientado AM
sobre esta circunferéncia, cuja medida algébrica corresponde a x
radianos.

Seno: No plano cartesiano, consideremos uma circunferéncia
trigonométrica, de centro em (0,0) e raio unitario. Seja M=(x",y’)
um ponto desta circunferéncia, localizado no primeiro quadrante,
este ponto determina um arco AM que corresponde ao angulo cen-
tral a. A projecdo ortogonal do ponto M sobre o eixo OX determina
um ponto C=(x",0) e a projec¢do ortogonal do ponto M sobre o eixo
QY determina outro ponto B=(0,y’).

NONA, Didatismo e Conhecimento

A medida do segmento OB coincide com a ordenada y’ do
ponto M e ¢ definida como o seno do arco AM que corresponde ao
angulo a, denotado por sen(AM) ou sen(a).

Como temos varias determinag¢des para o mesmo angulo, es-
creveremos sen(AM)=sen(a)=sen(a+2k7T )=y’

Para simplificar os enunciados e definigdes seguintes, escre-
veremos sen(X) para denotar o seno do arco de medida x radianos.

Cosseno: O cosseno do arco AM correspondente ao angulo a,
denotado por cos(AM) ou cos(a), ¢ a medida do segmento 0C, que
coincide com a abscissa x” do ponto M.

Como antes, existem varias determinagdes para este angulo,
razio pela qual, escrevemos cos(AM) = cos(a) = cos(a+2k7T) =x’

Tangente

Seja a reta t tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto
A=(1,0). Tal reta ¢ perpendicular ao eixo OX. A reta que passa pelo
ponto M e pelo centro da circunferéncia intersecta a reta tangente
t no ponto T=(1,t"). A ordenada deste ponto T, é definida como a
tangente do arco AM correspondente ao angulo a.

Assim a tangente do angulo a ¢ dada pelas suas varias deter-
minagdes: tan(AM) = tan(a) = tan(a+kTT) = p(AT) =’

Podemos escrever M=(cos(a),sen(a)) e T=(1,tan(a)), para cada
angulo a do primeiro quadrante. O seno, o cosseno ¢ a tangente de
angulos do primeiro quadrante sdo todos positivos.
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Um caso particular importante ¢ quando o ponto M estd sobre

o eixo horizontal OX. Neste caso: cos(0)=1, sen(0)=0 e tan(0)=0
Ampliaremos estas nogdes para angulos nos outros quadrantes
Angulos no segundo quadrante

Se na circunferéncia trigonométrica, tomamos o ponto M no
segundo quadrante, entdo o angulo a entre o eixo OX e o seg-
mento OM pertence ao intervalo 71/2<a<7T. Do mesmo modo que
no primeiro quadrante, o cosseno esta relacionado com a abscissa
do ponto M e o seno com a ordenada deste ponto. Como o ponto
M=(x,y) possui abscissa negativa e ordenada positiva, o sinal do
seno do angulo a no segundo quadrante ¢ positivo, o cosseno do
angulo a ¢ negativo e a tangente do angulo a ¢ negativa.

Outro caso particular importante ¢ quando o ponto M esta so-
bre o eixo vertical OY e neste caso: cos(T1/2)=0 ¢ sen(T/2)=1

A tangente ndo esta definida, pois a reta OM ndo intercepta a
reta t, pois elas sdo paralelas.

Angulos no terceiro quadrante

O ponto M=(x,y) esta localizado no terceiro quadrante, o que
significa que o angulo pertence ao intervalo: TT<a<3T/2. Este
ponto M=(x,y) ¢ simétrico ao ponto M’=(-x,-y) do primeiro qua-
drante, em relacdo a origem do sistema, indicando que tanto a sua
abscissa como a sua ordenada sdo negativos. O seno e o cosseno
de um angulo no terceiro quadrante sdo negativos e a tangente &
positiva.

Em particular, se a=TT radianos, temos que cos(TT)=-1, sen(

=0 e tan(T)=0
Angulos no quarto quadrante
O ponto M esta no quarto quadrante, 377/2<a< 27T. O seno

de angulos no quarto quadrante ¢ negativo, o cosseno € positivo e
a tangente ¢ negativa.

NONA, Didatismo e Conhecimento

MNT

Quando o angulo mede 37T/2, a tangente ndo estd definida
pois a reta OP nao intercepta a reta t, estas sdo paralelas. Quando
a=3T1/2, temos: cos(370/2)=0, sin(37T/2)=-1

Simetria em relacio ao eixo OX

Em uma circunferéncia trigonométrica, se M é um ponto no
primeiro quadrante e M’ o simétrico de M em relagdo ao eixo OX,
estes pontos M e M’ possuem a mesma abscissa e as ordenadas
possuem sinais opostos.

Vo m AT
AR YA,
hl'l.. E X

M. TI

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o dngulo corres-
pondente ao arco AM e b o angulo correspondente ao arco AM’,
obtemos:

sen(a) = -sen(b)

cos(a) = cos(b)

tan(a) = -tan(b)

Simetria em relacio ao eixo OY

Seja M um ponto da circunferéncia trigonométrica localizado
no primeiro quadrante, e seja M’ simétrico a M em relagdo ao eixo
OY, estes pontos M e M’ possuem a mesma ordenada e as abscissa
s30 simétricas.

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o dngulo corres-
pondente ao arco AM e b o angulo correspondente ao arco AM’.
Desse modo:
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sen(a) = sen(b)
cos(a) = -cos(b)
tan(a) = -tan(b)

Simetria em relag@o a origem

Seja M um ponto da circunferéncia trigonométrica localiza-
do no primeiro quadrante, ¢ seja M’ simétrico de M em relagdo a
origem, estes pontos M e M’ possuem ordenadas e abscissas si-
métricas.

T=T'

Pt A,
: X

‘M

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o angulo corres-
pondente ao arco AM e b o angulo correspondente ao arco AM’.
Desse modo:

sen(a) = -sen(b)

cos(a) = -cos(b)

tan(a) = tan(b)

Senos e cossenos de alguns dngulos notaveis

Uma maneira de obter o valor do seno e cosseno de alguns
angulos que aparecem com muita frequéncia em exercicios e apli-
cacdes, sem necessidade de memorizago, ¢ através de simples
observacao no circulo trigonométrico.

I
2n 2 z
37 2 J? 2 1
Z/ ¥z \T
F3
s/ N
& 1 I
7 | \
“\ﬁ_gz 1 T2 ﬁ/”
2 ? ? 2 2
70 g 117
N g /e
3 & a
4L z 51
3 3T 3
2

Primeira relacido fundamental

Uma identidade fundamental na trigonometria, que realiza um
papel muito importante em todas as areas da Matematica e também
das aplicagdes é: sin?(a) + cos*(a) = 1 que ¢é verdadeira para todo
angulo a.

Necessitaremos do conceito de distancia entre dois pontos no
plano cartesiano, que nada mais ¢ do que a relagdo de Pitagoras.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Sejam dois pontos, A=(x",y’) e B=(x"y").

v
yll H

Definimos a distancia entre A e B, denotando-a por d(A,B),
como:

d(A,B)=\/(z/ =2/ + (¢ —¢/)?

Se M ¢é um ponto da circunferéncia trigonométrica, cujas
coordenadas sdo indicadas por (cos(a),sen(a)) e a distancia deste
ponto até a origem (0,0) ¢ igual a 1. Utilizando a féormula da dis-
tancia, aplicada a estes pontos, d(M,0)=[(cos(a)-0)*+(sen(a)-0)]"?,
de onde segue que 1=cos*(a)+sin*(a).

&
¥ M=(cosa,sina)

1
|
1
aI

Segunda relacio fundamental

Outra relagdo fundamental na trigonometria, muitas vezes to-
mada como a defini¢do da fungdo tangente, ¢ dada por:

sen(a)

tan(a)= cos(a)

Deve ficar claro, que este quociente somente fard sentido
quando o denominador nao se anular.

Se a=0, a=TT ou a=27T, temos que sen(a)=0, implicando que
tan(a)=0, mas se a=T1/2 ou a=3T1/2, segue que cos(a)=0 e a divi-
s30 acima ndo tem sentido, assim a relagdo tan(a)=sen(a)/cos(a)
nao ¢ verdadeira para estes ultimos valores de a.

Para a#O, a?’-‘ﬂ, a¢2ﬂ', aFET2 e a7'—-3ﬂ'/2, considere

novamente a circunferéncia trigonométrica na figura seguinte.
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Os triangulos OMN e OTA sdo semelhantes, logo:
AT _0A
MN ON
Como AT=[tan(a)|, MN=[sen(a)|, OA=1 ¢ ON=[cos(a)|, para
todo angulo a, 0<a<2TT com aF=71/2 ¢ a7=37T/2 temos

sen(a)

tan(a) =
cos(a)
Forma polar dos niimeros complexos
Um niimero complexo ndo nulo z=x+yi, pode ser representa-
do pela sua forma polar:
z=r [cos(c) +1sen(c)]

onde r=|z|=R[x>+y?], i*=-1 e ¢ ¢ o argumento (dngulo formado
entre o segmento Oz e o eixo OX) do niimero complexo z.

Z=X+yi

wl-------

A multiplicagdo de dois nimeros complexos na forma polar:
A =|A| [cos(a)tisen(a)]
B =|B| [cos(b)+isen(b)]

¢ dada pela Formula de De Moivre:

AB = |A||B| [cos(atb)+isen(atb)]

Isto ¢, para multiplicar dois nimeros complexos em suas for-
mas trigonométricas, devemos multiplicar os seus modulos e so-
mar os seus argumentos.

Se os niimeros complexos A e B sdo unitarios entdo |A|=1 e
[B|=1, e nesse caso

A = cos(a) + i sen(a)

B = cos(b) + 1 sen(b)

Multiplicando A e B, obtemos
AB = cos(atb) + i sen(a+b)

Existe uma importantissima relagdo matematica, atribuida a
Euler (1é-se “oiler”), garantindo que para todo nimero complexo z
e também para todo niimero real z:

e = cos(z) + 1 sen(z)

NONA, Didatismo e Conhecimento

Tal relagdo, normalmente é demonstrada em um curso de Cal-
culo Diferencial, e, ela permite uma outra forma para representar
nimeros complexos unitarios A e B, como:

A =¢e"=cos(a) +1isen(a)

B =¢® = cos(b) + i sen(b)

onde a ¢ o argumento de A e b é o argumento de B. Assim,
i@ = cog(a+b)+isen(a+b)

Por outro lado @™ = ¢i* | e = [cos(a)tisen(a)] [cos(b)+i-
sen(b)]

e desse modo €@ = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b) + i [cos(a)
sen(b) + cos(b)sen(a)]

Para que dois numeros complexos sejam iguais, suas partes
reais e imaginarias devem ser iguais, logo

cos(atb) = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b)

sen(a+b) = cos(a)sen(b) + cos(b)sen(a)

Para a diferenca de arcos, substituimos b por -b nas formulas
da soma

cos(a+(-b)) = cos(a)cos(-b) - sen(a)sen(-b)

sen(a+(-b)) = cos(a)sen(-b) + cos(-b)sen(a)

para obter
cos(a-b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)
sen(a-b) = cos(b)sen(a) - cos(a)sen(b)

Seno, cosseno e tangente da soma e da diferenca

Na circunferéncia trigonométrica, sejam os angulos a e b com
0£a£27T e 0£b£27T, a>b, entio;

sen(a+b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b)

cos(at+b) = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b)

Dividindo a expressdo de cima pela de baixo, obtemos:
sen(a)cos(b)+ cos(a)sen(b)

tan(a +b) = cos(a)cos(b)— sen(a)sen(b)

Dividindo todos os quatro termos da fragao por cos(a)cos(b),
segue a formula:

tan(a +b) = tan(a)+ tan(b)

1—tan(a)tan(b)

Como

sen(a-b) = sen(a)cos(b) - cos(a)sen(b)

cos(a-b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

podemos dividir a expressdo de cima pela de baixo, para ob-

ter: _
tan(a—b) = tan(a)— tan(b)
1+ tan(a)tan(b)
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1.7 SISTEMAS LINEARES E MATRIZES,
DISCUSSAO E RESOLUCAO DE

SISTEMAS LINEARES (DE ATE 2
EQUACOES E 2 INCOGNITAS).

Sistema Linear

O estudo dos sistemas de equacdes lineares ¢ de fundamental
importancia em Matematica e nas ciéncias em geral. Vocé
provavelmente ja resolveu sistemas do primeiro grau, mais
precisamente aqueles com duas equagdes e duas incognitas.

Vamos ampliar esse conhecimento desenvolvendo métodos
que permitam resolver, quando possivel, sistemas de equagdes
do primeiro grau com qualquer niimero de equagdes e incognitas.
Esses métodos nos permitirdo ndo sé resolver sistemas, mas
também classifica-los quanto ao nimero de solucdes.

Equacdes Lineares

Equagdo linear ¢ toda eqlllagaf) do tipo ax, +ax, + a;{ﬁ:..aﬂj{n
=b,ondea,a, a,..,a eb sdo numeros reais e X, X,, X,,.., X, s30
as incognitas.

Os numeros reais a,, a,, a,,..,
e b € o termo independente.

a_ sdo chamados de coeficientes

Exemplos

- Sao equacdes lineares:
X, - 5x,+3x,=3

2x —y+2z=1
0x+0y+0z=2
0x+0y+0z=0

- Nio sdo equagdes lineares:
x3-2y+tz =3

(x? é o impedimento)

2x, = 3xx, + X, = -1
(-3xx, € o impedimento)

2x,-3 3 +x,=0
XZ
(2 ¢ o impedimento)
Observagido: Uma equagdo ¢ linear quando os expoentes das
incognitas forem iguais a 1 e em cada termo da equagdo existir uma
unica incognita.

Solucio de ama Equacéo Linear
Uma solugdo de uma equagdo linear a x, +a,x, +a,x,+..a X
, . , . n n
= b, ¢ um conjunto ordenado de nimeros reais a,, o, O,..., O,
para o qual a sentenga a, {o,) + a,{oa,) + a,(a,) +.. ta(a)=bé
verdadeira.

Exemplos

- Aterna (2, 3, 1) € solugdo da equagdo:

X, —2x,+ 3x,= -1 pois:
2)-2.(3)+3.(1)=-1

- A quadra (5, 2, 7, 4) ¢ solucao da equagao:
0x, - 0x, + 0x, + 0x, = 0 pois:

0.(5)+0.2) +0.(7)+0.(4)=0
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Conjunto Solucio
Chamamos de conjunto solugdo de uma equagdo linear o
conjunto formado por todas as suas solugdes.

Observagdo: Em uma equac@o linear com 2 incognitas, o
conjunto solug@o pode ser representado graficamente pelos pontos
de uma reta do plano cartesiano.

Assim, por exemplo, na equagao
2x +y=2

Algumas solugdes sdo (1, 0), (2, -2), (3, -4), (4, -6), (0, 2),
(-1,4), etc.

Representando todos os pares ordenados que sdo solugdes da
equagdo dada, temos:

y
-4
[ )
i 12 3 4
: - x
-1 i b !
2F---- 3\ 0!
] o 4
7] PR

Equacio Linear Homogénea

Uma equacdo linear ¢ chamada homogénea quando o seu
termo independente for nulo.

Exemplo

2x, +3x, - 4x, +5x,-x,=0

Observacao: Toda equagdo homogénea admite como solucao
o conjunto ordenado de “zeros” que chamamos solu¢ao nula ou
solucao trivial.

Exemplo
(0,0,0) ¢solugaode3x+y-z—0

Equagdes Lineares Especiais
Dada a equacao:
ax, Tax, tax+..ax =b, temos:

-Sea =a,=a,=.=na=b=0, ficamos com:

0x, +0x, +0x, +...+0x , €, neste caso, qualquer seqiiéncias (a,,
Q,,..., 0, ) serd solugdo da equagdo dada.

-Sea =a,=a,=..=a =0eb#0, ficamos com:

0x, +0x, + 0x, +..+0x = b #0, e, neste caso, ndo existe
seqiiéncias de reais (o, 0, 0,,...,0. ) que seja solugdo da equagdo
dada.

a,,

Sistema Linear 2 x 2

Chamamos de sistema linear 2 x 2 o conjunto de equacdes
lineares a duas incdognitas, consideradas simultaneamente.

Todo sistema linear 2 x 2 admite a forma geral abaixo:

a,x+by=c,
a,+b,y=c,

NovnQ
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Um par (o, o) € solugdo do sistema linear 2 x 2 se, € somente
se, for solug@o das duas equagdes do sistema.

Exemplo

(3, 4) ¢ solugao do sistema
x—y=-1
2x+y=10

pois € solugao de suas 2 equacdes:
B)@)=-1e2.3)+@=10

Resolucio de um Sistema 2 x 2

Resolver um sistema linear 2 x 2 significa obter o conjunto
solugdo do sistema.

Os dois métodos mais utilizados para a resolugdo de um
sistema linear 2x2 sdo o método da substitui¢do e o método da
adicao.

Para exemplificar, vamos resolver o sistema 2 x 2 abaixo
usando os dois métodos citados.

2x +3y=8
x-y=-1

1. Método da Substituicio:

2x+3y=8 (D
x-y =-1 (1D

Da equacdo (II), obtemos x =y -1, que substituimos na
equacao (I)
2(y- 1) +3y=8 ?5y=10 @ y=2

Fazendo y = 2 na equacao (I), por exemplo, obtemos:
Assim: S = {(1,2)}

2. Método da Adic¢ao:
2x+3y=8 (I)
x-y=-1 (I1)
Multiplicamos a equagdo II por 3 e a adicionamos, membro a
membro, com a equagao I.

2x+3y=8
3x-3y=-3
5
Sx=5=>x==-=1
5

Fazendo x = 1 na equacao (I), por exemplo, obtemos:
Assim: S = {(1,2)}

Sistema Linear 2 x 2 com infinitas solucées

Quando uma equagdo de um sistema linear 2 x 2 puder ser
obtida multiplicando-se a outra por um nimero real, ao tentarmos
resolver esse sistema, chegamos numa igualdade que ¢ sempre
verdadeira, independente das incognitas. Nesse caso, existem
infinitos pares ordenados que sao solugdes do sistema.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Exemplo

2x+3y=8()
—4x—6y=-16(1)

Note que multiplicando-se a equacdo (I) por (-2) obtemos a
equagao (II).
Resolvendo o sistema pelo método da substituigao temos:

Da equagdo (I), obtemos y :8_2x, que substituimos na
equagao (II). 3
-4x-6.(8’32x]=-16 o 4x-2(8-2%)=-16

-4x-16+4x=-16—-16=-16
- 16=-16 ¢ uma igualdade verdadeira e existem infinitos pares
ordenados que sdo solugdes do sistema.

5 8
Entre outros, (1, 2), (4, 0), L?lj e (0,§j sdo solugdes do
sistema.
, . -2a
Sendo a, um nimero real qualquer, dizemos que ((x, )
¢ solugao do sistema. 3

8§-2ux
3

(Obtemos substituindo x =a na equagao (I)).

Sistema Linear 2 x 2 com nenhuma solucio

Quando duas equagdes lineares tém os mesmos coeficientes,
porém os termos independentes sdo diferentes, dizemos que nao
existe solugdo comum para as duas equacdes, pois substituindo
uma na outra, obtemos uma igualdade sempre falsa.

Exemplo

2x+3y=6(1) e 2x+3y=5(1I)

Substituindo 2x+3y da equacao (I) na equagao (II) obtemos:

6=5 que ¢ uma igualdade falsa. Se num sistema 2x2 existir
um numero real que, multiplicado por uma das equagdes, resulta
uma equacdo com os mesmos coeficientes da outra equacdo do
sistema, porém com termos independentes diferentes, dizemos que
nao existe par ordenado que seja solug@o do sistema.

Exemplo

x+2y=5(1)
2x+4y="7(1I)

Multiplicando-se equagdo (I) por 2 obtemos:
2x+4y=10

Que tem os mesmo coeficientes da equagdo (II), porém os
termos independentes sdo diferentes.

Se tentarmos resolver o sistema dado pelo método de
substituicdo, obtemos uma igualdade que ¢é sempre falsa,
independente das incdgnitas.

x+2y=5(1)
{2x+4y =7(1)
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5—x
2

Da equagio (I), obtemos ,(y= j que substituimos na

equagao (IT)

S5—x
2

2%- 4.[ )=7—>2x+2(5-x)=7

2x+10-2x=7—10=7

10=7 é uma igualdade falsa e ndo existe par ordenado que seja
solugdo do sistema.

Classificacio

De acordo com o nimero de solugdes, um sistema linear 2x2
pode ser classificado em:

- Sistema Impossiveis ou Incompativeis: sdo os sistemas que
nao possuem solucao alguma.

- Sistemas Possiveis ou compativeis: sdo os sistemas que
apresentam pelo menos uma solugdo.

- Sistemas Possiveis Determinados: se possuem uma Unica
solugao.

- Sistemas Possiveis Indeterminados: se possuem infinitas
solugdes.

Sistema Linear m x n

Chamamos de sistema linear M x n ao conjunto de m equagdes
a n incognitas, consideradas simultaneamente, que podem ser
escrito na forma:
a, X, + apx, +a;x; +...+a,x, =b
Ay X, + ApX, + Xy + ...+ a,,x, =b,

ay X, + apX, +a;px, +..+a,x, =b,

a, X, +a,,x,+a,x,+..+a,x =b

mnT"n m

Onde:

X,» X, X5,...,X_ S80 as incognitas;

a , com I <i<me 1 <n, so os coeficientes das incognitas;
b, com 1 <i<m, sdo os termos independentes.

Exemplos
1

x—=2y+3z=5
xX+y—z+2

(sistema 2 x 3)

2.
X, +3x, —2x,+x,=0
X +2x,=3x;+x, =2

X =X, +x;+x,=5

(sistema 3 x 4)

NONA, Didatismo e Conhecimento

3.
x+2y=1
x—-y=4
2x-3y=0

(sistema 3 x 2)
Matriz Incompleta

Chamamos de matriz incompleta do sistema linear a matriz
formada pelos coeficientes das incognitas.

a4y Gy G 4y,
Gy Ay Ay Ay
A=|ay ay ay as,
Ay Quy Ayz 04y,
Exer;lplo _
No sistema:
x—y+2z=1
X+ z=0
-x+y =5

A matriz incompleta ¢é:

1 -1 2
A= 1 0 1
-1 1 0

Forma Matricial
Consideremos o sistema linear M x n:

ayx,tapx, +ax; +---+a,x, = bl
Ay X, + Ay Xy + Ay X+ +a,,X, =b,
Ay X, + A3 X, + A3 X; +-0+a,,X, =by

A, X+ A, X, +a,,X,++a, x, =b

m

Sendo A a Matriz incompleta do sistema chamamos,
respectivamente, as matrizes
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X b

n L~ m _|

de matriz incognita e matriz termos independentes.
E dizemos que a forma matricial do sistema ¢ A.X=B, ou seja:

a4y 4 4y Ay, x| | b
.. X b
Ay Ay 4y Ay 2 2
x| | b
a4y Ay a;, :
_xn . _bm .
aml amZ am3 : 'amn

Sistemas Lineares — Escalonamento (I)

Resoluciio de um Sistema por Substituicio

Resolvemos um sistema linear m X n por substitui¢do, do
mesmo modo que fazemos num sistema linear 2 x 2. Assim,
observemos os exemplos a seguir.

Exemplos
- Resolver o sistema pelo método da substituicao.

x+2y—-z=-1 (I)
2x—y+z=5 ()
x+3y—-2z=-4()

Resoluc¢ao

Isolando a incognita x na equacdo (I) e substituindo nas
equagoes (II) e (I1), temos:

x+2y—z-1>x=-2y+z-1

Na equagao (IT)

2(-2y+z-1)—y+z=5—>-5y+3z=71V)

Na equacao (III)

(2y+z-1)+3y-2z=4—>y-z=-3(V)

Tomando agora o sistema formado pelas equagoes (IV) e (V):

—5y+3z=7 (V)
y—z=-3 (V)

Isolando a incognita y na equacdo (V) e substituindo na
equacdo (IV), temos:

y—z=-3—>y=z-3

5(z-3)+3z=7—2z=4

Substituindo z = 4 na equagao (V)
y—4=-3->y=1

Substituindo y = 1 e z =4 na equagao (I)
x+2()-@)=-1-x=1

NONA, Didatismo e Conhecimento

Assim:
S={(1,1,4)}

2°) Resolver o sistema pelo método da substituic¢ao:

x+3y—-z=1 ()
y+2z=10 (I)
3z=12 )

Resolugao
Isolando a incégnita x na equacdo (I) e substituindo nas
equagoes (II) e (I11), temos:

x+t2y—-z=-1 -x=-2y+z-1

Na equagdo (IT)
2(-2y+z-1)—y+z=5->5y+3z=7 (V)

Na equacao (III)
(2y+z-1)+3y-2z=-4—>y-z=-3(V)

Tomando agora o sistema formado pelas equagdes (IV) e (V):

—Sy+3z=7 (V)
y—z=-3 (V)

Isolando a incdgnita y na equacdo (V) e substituindo na
equagao (IV), temos:

y—z=-3—-y=z-3
5(z-3)+3z=7—>z=4

Substituindo z = 4 na equagao (V)
y—4=3-y=1

Substituindo y = 1 e z =4 na equagao (I)
x+2(1)-(@)=-1>x=1

Assim:
S={(1, 1, 4)}

2°) Resolver o sistema pelo método da substitui¢ao:

x+3y-z=1 (I)
y+2z=10 ()
3z=12 )

Resolugao

Na equagao (IIT), obtemos:

3z=12—>z=4

Substituindo z = 4 na equagao (II), obtemos:
y+2.4=10—-y=2

Substituindo z =4 ¢ y = 2 na equacao (I), obtemos:
x+3.2-4=1—-x=-1

Assim:

S{(-1, 2, 4)}
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Observac¢do: Podemos observar que a resolucdo de sistemas
pelo método da substituicdo pode ser demasiadamente longa e
trabalhosa, quando os sistemas ndo apresentam alguma forma
simplificada como no primeiro exemplo. No entanto, quando
o sistema apresenta a forma simples do segundo exemplo, que
denominamos “forma escalonada”, a resolu¢do pelo método da
substitui¢ao € rapida e facil.

Veremos, a seguir, como transformar um sistema linear m x
n qualquer em um sistema equivalente na “forma escalonada”.

Sistemas Lineares Escalonados

Dizemos que um sistema linear ¢ um sistema escalonado
quando:

- Em cada equagdo existe pelo menos um coeficiente ndo-
nulo;

- O niimero de coeficiente nulos, antes do primeiro coeficiente
nao-nulo, cresce “da esquerda para a direita, de equagdo para
equacao”.

Exemplos
2x+y—-z=3
1°)
2y+3z=2
29) x+2y-3z=4
y+2z=3

z=1

3°) x+y+z+t=5
y—t=2

2x, +3x, —x;+x, =1

4°) X, +x;-x,=0

3x,=5

Existem dois tipos de sistemas escalonados:
Tipo: nimero de equagdes igual ao nimero de incognitas.

a, X, +a,x, +a,x,+--+a,x, =b,
Ay Xy + Ay X+ a,,x, =b,
A3 Xy + o+ ay,X, = by

Notamos que os sistemas deste tipo podem ser analisados
pelo método de Cramer, pois sao sistemas # x n. Assim, sendo D o
determinante da matriz dos coeficientes (incompleta), temos:

NONA, Didatismo e Conhecimento

aapd;dy,

0 aynay---a,,

D=0 0 ay-a,,|=D=a,.a,.a.--.a, #0

nn

Como D#0, os sistemas deste tipo sdo possiveis e determinados
e, para obtermos a solugdo Unica, partimos da n-ésima equagdo
que nos da o valor de x,; por substitui¢do nas equagdes anteriores,
obtemos sucessivamente os valores de X _,x_,,...,.X,X, e X,.

n-1"""n-2

Exemplo
Resolver o sistema:

2x+y—z+t=5)

y+z+3t=9(I)

2z—t=0(1)
3t=6(1V)

Resolugao

Na equagao (IV), temos:

3t=6—-1t=2

Substituindo ¢ = 2 na equagao (III), temos:
2z-2=0—>2z=1

Substituindo # =2 e z = 1 na equagao (II), temos:
y+14+43.2=9—>y=2

Substituindo =2, z=1 e y = 2, na equagao (I), temos:
2x+2-1+2=5-x=1

Assim:

S{(1,2,1,2)}

Tipo: niimero de equagdes menor que o niimero de incégnitas.

Para resolvermos os sistemas lineares deste tipo, devemos
transforma-los em sistemas do 1° tipo, do seguinte modo:

- As incognitas que ndo aparecem no inicio de nenhuma
das equacdes do sistema, chamadas variaveis livres, devem ser
“passadas” para os segundos membros das equagdes. Obtemos,
assim, um sistema em que consideramos incognitas apenas as
equagoes que “sobraram” nos primeiros membros.

- Atribuimos as varidveis livres valores literais, na verdade
“valores variaveis”, e resolvemos o sistema por substituigdo.

Exemplo

Resolver o sistema:
x+y+2z=1

2y—z=2
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Resolucao

A variavel z é uma “variavel livre” no sistema.

Entao:

x+y=1-2z
{ 2y=2+z
Fazendo z = a, temos:
x+y=1-2«

{ 2y=2+0c

2+
Zy:2+aey:T

+o

Substituindo y = 2 na 1* equacdo, temos:

x+2;“=1—2a

Agora para continuar fazemos o mmc de 2, e teremos:

2x + 20 =2(1-2a)
2x +20=2 - 4a
4o+2x+2+a-2=0
Sa+2x=0
2x = -5a
x= =

2

Assim:
S: (S_a’ H—a,aj’aeR
2 2

Observacoes: Para cada valor real atribuido a o, encontramos
uma solucdo do sistema, o que permite concluir que o sistema €
possivel e indeterminado.

- A quantidade de variaveis livres que um sistema apresenta
¢ chamada de grau de liberdade ou grau de indeterminacio do
sistema.

Sistema Lineares — Escalonamento (II)

Escalonamento de um Sistema

Todo sistema linear possivel pode ser transformado num
sistema linear escalonado equivalente, através das transformacdes
elementares a seguir.

- Trocar a ordem em que as equagdes aparecem no sistema.

Exemplo
x+3y=2 2x—y=5
(8)= ~(S)
2x—-y=5 x+3y=2

- Inverter a ordem em que as incognitas aparecem nas
equacoes.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Exemplo
xX+2y+z=5 2y+z+x=5
S= x+2z=1~(S)) 2z+x=1
3x=5 3x=5

- Multiplicar (ou dividir) uma equag¢do por um ntimero real
nao-nulo.

Exemplo

x+2y=3 x+2y=3
Oy, ~6)

X-y= 6x—-2y=3

Multiplicamos a 2* equag@o de S por 2, para obtermos .
- Adicionar a uma equagdo uma outra equagdo do sistema,
previamente multiplicada por um niimero real ndo-nulo.

Exemplo
S x+3y=5 s x+3y=5
(8)= 2t y=3 ~(S) _Sy=—7

Multiplicamos a 1* equagdo do S por -2 e a adicionamos a 2°
equagio para obtermos s,

Para transformarmos um sistema linear (S) em outro,
equivalente ¢ escalonado (S,), seguimos os seguintes passos.

- Usando os recursos das trés primeiras transformagdes
elementares, devemos obter um sistema em que a 1% equagao tem
a 1* incognita com o coeficiente igual a 1.

- Usando a quarta transformagdo elementar, devemos “zerar”
todos os coeficientes da 1* incognita em todas as equagdes restantes.

- “Abandonamos”a 1* equagao e repetimos os dois primeiros
passos com as equagdes restantes, ¢ assim por diante, até a
penultima equagao do sistema.

Exemplos

1°) Escalonar e classificar o sistema:

2x+y+z=5

3x—y2z=-2

x+2y—z=1

Resolucio
x+2y-z= 1 x+2y—-z=1 x+2y—-z=1
3x—y—-2z=-2 { ~43x—-y-2z=-2 << -3~.-Ty+z=-5

2x+y+z= 5 2x+y+z=5 -2 |By+3z=3: -3
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x+2y—z=-1 x+2y—z=1 x+2y—z=1
—Ty+z=5 ~yy—z=-1 ~y y—z=-1
y—z=-1 —Ty+z=-5 7 —-6z=-12

O sistema obtido esta escalonado e ¢ do 1° tipo (n°® de equagdes

igual ao n° de incdgnitas), portanto, ¢ um sistema possivel e
determinado.

2°) Escalonar e classificar o sistema:

3x+y—-z=3
2x—y+3z=5
8x+y+z=11

Resolucao

3x+ty-z=3 y+3x-z=3 y+3Ix—z=3

2x—y+3z=5 ~ {—y+2x+3z=5 1 - 5x+2z=8

Bx+y+z=11

y+8x+z=11 -1 Sx+2z=8(%

y+3x—z=3
Sx+2z=8

O sistema obtido esta escalonado e ¢ do 2° tipo (n° de equacdes
menor que o n° de incognitas), portanto, ¢ um sistema possivel e
indeterminado.

(*) A terceira equacao foi eliminada do sistema, visto que ela
¢ equivalente a segunda equagdo. Se nos nao tivéssemos percebido
essa equivaléncia, no passo seguinte obteriamos na terceira
equagdo: Ox+0z=0, que é uma equagdo satisfeita para todos os
valores reais de x e z.

3°) Escalonar e classificar o sistema:

2x+5y+z=5
x+2y—-z=3
4x+9y—-z=8
Resolucio
x+2y-z=3
2x+5y+z=: x4+2y—z=3
x+2y—z=3%~ {2x+5y+z=5 -2 ~ y4+3z=-1

4x+9y—z=8 4x+9y—z=8 «—4 y+3z=—4 -1

x+2y—z=3
~ y+3z=-1

Oy+0z=-3 -1

O sistema obtido é impossivel, pois a terceira equagdo nunca
sera verificada para valores reais de y e z.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Observacao

Dado um sistema linear, sempre podemos “tentar” o seu
escalonamento. Caso ele seja impossivel, isto ficara evidente pela
presenca de uma equagdo que ndo ¢ satisfeita por valores reais
(exemplo: Ox + 0y = 3). No entanto, se o sistema ¢é possivel, nds
sempre conseguimos um sistema escalonado equivalente, que tera
n°® de equagdes igual ao n°® de incognitas (possivel e determinado),
ou entdo o n° de equagdes serda menor que o n° de incognitas
(possivel e indeterminado).

Este tratamento dado a um sistema linear para a sua resolugao
¢ chamado de método de elimina¢ao de Gauss.

Sistemas Lineares — Discussao (I)

Discutir um sistema linear é determinar; quando ele é:

- Possivel e determinado (solugao unica);

- Possivel e indeterminado (infinitas solugdes);

- Impossivel (nenhuma solugdo), em fungdo de um ou mais
parametros presentes no sistema.

Estudaremos as técnicas de discussdo de sistemas com o
auxilio de exemplos.

Sistemas com Numero de Equacées Igual ao Nimero de
Incégnitas

Quando o sistema linear apresenta n® de equacdes igual ao n°
de incognitas, para discutirmos o sistema, inicialmente calculamos
o determinante D da matriz dos coeficientes (incompleta), e:

1°) Se D # 0, o sistema ¢ possivel e determinado.

2°) Se D = 0, o sistema ¢ possivel e indeterminado ou
impossivel.

Para identificarmos se o sistema € possivel, indeterminado ou
impossivel, devemos conseguir um sistema escalonado equivalente
pelo método de eliminagdo de Gauss.

Exemplos
01 — Discutir, em funcdo de a, o sistema:

x+3y=35
2x+ay=1

Resolugao

D=0=a-6=0=>a=6

Assim, para a#6, o sistema € possivel e determinado.
Para a#6, temos:
x+3y=5

x+3y=5
2x+6y=1 <« -2 Ox+0y=-9
que ¢ um sistema impossivel.

Assim, temos:
a#6 — SPD (Sistema possivel e determinado)

a=6 — SI (Sistema impossivel)

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS



02 — Discutir, em funcdo de a, o sistema: Se —K+k?#0, ou seja, k#0 ou k#1, o sistema ¢é impossivel.
x+y—z=1 Para m=-1, temos:
2x+3y+az=3
—x+y=K —y=FK? g3
X+ay+3z=2 Y zj ek L|Emy=k
x-y=k —x+y=K &1 Ox+Oy=k*+k
Resolucio
Se k*+k=0, ou seja, k=0 k=-1, o sistema ¢é possivel e
1 1-1 indeterminado.

Se k*+k+#0, ou seja, k#0 k#-1, o sistema ¢ indeterminado.

DR 3 1=9+a-2a+3-6-a° ]
Assim, temos:

1 a 3 m=+1 e k=0 ou k=1
D=0 — -d’>-a+6=0 — a=-3 oua=2 ou = SPI
m=—1 ¢ k=0 ou k=-1

Assim, para a#-3 e a#2, o sistema ¢ possivel e determinado.

m=+1 e k#0 ou k#1
Para a=-3, temos:

ou =S/
x+y-z=1
x+y-z=1 x+y-z=1 m=—1 e k#0 ou k#-1
2x+3y-3z=3 <« -2 ~ y—z=1 ~ y—z=1
x-3y+3z=2 <« -1 —dy+4z=1 <4 y+z=5 sistema impossivel

Sistemas com Numero de Equacées Diferente do Numero
de Incégnitas
Para a=2, temos:
Quando o sistema linear apresenta nimero de equagdes dife-
rente do nimero de incdgnitas, para discuti-lo, devemos obter um

Fhy-z=l shy-z=l (L, sistema escalonado equivalente pelo método de eliminar de Gauss.
Zx+3y+2z=3 -2 ~ y+az=1 );+ 4z=1 sistema possivel indeterminado
X+2y43z=2 -1 y+dz=1 Exemplos
01 — Discutir, em funcéo de m, o sistema:
Assim, temos:
x+y=3
az-3 ea#2 —SPD 2x+3y=8
a=-3 — SI r—mv=3
a=2 — SPI Y
Resolugao
03 — Discutir, em fungdo de m ¢ k, o sistema:
x+y=3
mx+y=k
s 2z+3y=8 —-2 ~
x+my=k
x-my=3 —-1
Resoluc¢ao
m 1 , x+y=3 x+y=3
D= =m- -1
1 m ~ y=2 ~yy=2

(-1-m)y=0 —=>1+m (0y=2+2m
D=0 — m*-1=0— m=+1 ou m=-1

2+2m=0—m=-1
Assim, para m#+1 e m#-1, o sistema € possivel e determinado.

Para m=1, temos: Assim, temos:
m#-1— SI
x+y=K x+y=K m=-1—> SPD
x+y=K> -1 |ox+0y=-K+K*

Se —k + k’=0, ou seja, k=0 ou k=1, o sistema ¢é possivel e
indeterminado.
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02 — Discutir, em fun¢do de k, o sistema:

x+2y—-z=5
2x+5y+3z=12
3x+T7y—-2z=17
S5x+12y+kz=29
Resolucao:
Frdyma=s x+2y-z=5 x+2y-z=5
2x+5y+3z=12 -2 y+z=2 yaz=2
3x+7y-2z=17 «-3 y+52=2 -1 T 4z=0  +4
Sx+12y+kz=29 -5 2y+(5+K)z=4 -2 (B+K)z=0
x+2y—-z=35 x+2y—z=35
y+z=2 y+z=2 x+2y—z=5
- z2=0 -3-K =0 T} rFE=2
B+K)z=0 0z=0 z=0

Assim, para Yk € R, o sistema ¢ possivel e determinado.

Sistemas Lineares — Discussao (II)

Sistema Linear Homogéneo

Ja sabemos que sistema linear homogéneo ¢ todo sistema
cujas equagoes tém todos os termos independentes iguais a zero.

Sado homogéneos os sistemas:

3x+4y=0
0l x=2y=0
x+2y+2z=0

02 3x—y+z=0
5x+3y-7z=0

Observe que a dupla (0,0) ¢ solucao do sistema 01 e a terna
(0,0,0) ¢ solugao do sistema 02.

Todo sistema linear homogéneo admite como solugdo uma
seqiiéncia de zero, chamada solucio nula ou solugdo trivial.
Observamos também que todo sistema homogénea ¢ sempre
possivel podendo, eventualmente, apresentar outras solu¢des além
da solugao trivial, que sdo chamadas solugdes proprias.

Discussao e Resolugao

Lembre-se que: todo sistema linear homogéneo tem ao
menos a solucéo trivial, portanto sera sempre possivel.

Vejamos alguns exemplos:

01 — Classifique e resolva o sistema:
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3x+y+z=0
x+5y—-z=0
x+2y—-z=0

Resolucao

311
D=|l 5-1=-12
1 2-1

Como D#0, o sistema ¢ possivel e determinado admitindo so6
a solugdo trivial, logo:

02 — Classifique e resolva o sistema:

a+b+2c=0
a—-3b-2c=0
2a—b+c=0

Resolugao

Como D=0, o sistema homogéneo é indeterminado.
Fazendo o escalonamento temos:

a+ b+2c=0 a+ b+2c=0

a+b+2c=0
~30+b+4c=0
0+0+0=0

a-3b+-2c=0 ~<0-4b—-4c=0
2a— b+c=0 0— 3b-3c=0
Teremos, entdo:
a+b+2c=0
b+c=0
Fazendo c=t, teremos:

=-c—b=-t
a-t+2t=0—a=-t

Portanto:

S={(-t,-t.t).teR}

Note que variando ¢ obteremos varias solugdes, inclusive a
trivial para 1=0.

03 — Determine K de modo que o sistema abaixo tenha solugao
diferente da trivial.
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x+y+z=0

x—ky+z=0

kx—y—z=0
Resoluc¢ao

O sistema ¢ homogéneo e, para apresentar solugdes diferentes
da trivial, devemos ter D=0

1 1 1

D=[-k N=k>+2k+1=(k+1)’=0=k=-1
k—1-1

Resposta: k=-1

Exercicios
2x+3y=8

1. Resolver e classificar o sistema:
3x-2y=-1

2. Determinar m real, para que o sistema seja possivel e
determinado: [2x+3y=5

X+my=2 3x—y+z=5
3. Resolver e classificar o sistema: {x+3y =7
2x+y—-2z=-4
4. Determinar m real para que o sistema seja possivel e
determinado. [x+2y+z=35
2x—y+2z=5
3x+y+mz+0

5. Se o terno ordenado (2, 5, p) é solucdo da equacao linear
6x - 7y + 2z =5, qual o valor de p?

6. Escreva a solucio genérica para a equacao linear 5x - 2y
+z =14, sabendo que o terno ordenado ( &, ﬁ, Y) € solucio.

7. Determine o valor de m de modo que o sistema de
equagoes abaixo,

2x-my =10

3x + Sy = 8, seja impossivel.

8. Se os sistemas:

Six+y=1 e S,sax-by=35
X-2y=-5 ay —bx=-1
Sido equivalentes, entdo o valor de a> + b? é igual a:
a)l
b) 4
)5
d)9
e) 10
9. Resolva o seguinte sistema usando a regra de Cramer:
x+3y-2z=3
2x-y+z=12
4x+3y-52=6
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10. Resolver o sistema 2x-y=17 .
x+5y=-2

Respostas

1) Resposta “S= {(1, 2)}”.
Solugdo: Calculemos inicialmente D, D_e Dy:

2 3
= =—4-9=-13
3 -2
8 3
D, = =-16+3=13
-1 =
2 8
D, = =2-24=-26
Y3 -1

Como D =-13 # 0, o sistema ¢ possivel e determinado e:

_D_-13_, _D_-26

"D 13 . T Db 13
Assim: S= {(1, 2)} e o sistema sdo possiveis e determinados.

2) Resposta “ {m eR/m# ;}

Solugdo: Segundo a regra de Cramer, devemos ter D # 0, em
que: 2 3

D= =2m-3
1 m

3
Assim: 2m -3 #0 > m# 5

Entao, os valores reais de m, para que o sistema seja possivel e
determinado, sdo dados pelos elementos do conjunto:

{meR/miE}
2

3) Resposta “ S = {(1, 2,4)}”.
Solugdo: Calculemos inicialmente D, D, Dy eD,
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-1 1

D=1 3 0=-18+0+1-6-0-2=-25

D=1 7 0=—42+0-4-14-0+10=-50

Como D=-25 # 0, o sistema ¢ possivel e determinado e:

D _-25_, D _-50_, _D _100_

D 25 D =25 " D 25

]

Assim: S={(1,2,4)} e o sistema sdo possiveis e determinados.

4) Resposta ImeR/m#3} 7.
Solu¢do: Segundo a regra de Cramer, devemos ter D # 0.
Assim:
1 2 1
D=2-1 2|=-m+12+24+3-2-4m
31 m
D=-5m+15

Assim: -5m+15#0 > m #3
Entdo, os valores reais de m, para que o sistema seja possivel e
determinado, sdo dados pelos elementos do conjunto:

{meR/m=3}

5) Resposta “14”.

Solugio:

Teremos por simples substitui¢do, observando que x =2,y =
5ez=p,6.2-7.5+2.p=5.

Logo, 12-35+2p=>5.
Dai vem imediatamente que 2p = 28 e, portanto, p = 14.

6) Solugao:

Podemos escrever: 5 a- 2 B +y = 14. Dali, tiramos: y =14 - 5
o + 2 B. Portanto, a solugdo genérica sera o terno ordenado (a.,f,
14-5a+2p).
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Observe que se arbitrando os valores para a e B, a terceira
variavel ficara determinada em fun¢ao desses valores.

Por exemplo, fazendo-se o = 1, = 3, teremos:

y=14-5a+2p=14-5.1+2.3=15,

ou seja, o terno (1, 3, 15) ¢ solugdo, e assim, sucessivamente.

Verificamos, pois que existem infinitas solu¢des para a equa-
¢do linear dada, sendo o terno ordenado (a, B, 14 - 5 a + 2pB) a
solucdo genérica.

7) Solugdo:

Teremos, expressando x em funcdo de m, na primeira equa-
¢do:

x= (10 +my)/2

Substituindo o valor de x na segunda equagdo, vem:
3[(10+my) /2] + 5y =8

Multiplicando ambos os membros por 2, desenvolvendo e
simplificando, vem:

3(10+my) + 10y = 16

30 +3my + 10y =16

(3m + 10)y = -14

y=-14/(Bm+ 10)

Ora, para que ndo exista o valor de y e, em consequéncia nao
exista o valor de x, deveremos ter o denominador igual a zero, ja
que , como sabemos, ndo existe divisdo por zero.

Portanto, 3m + 10 = 0, de onde se conclui m = -10/3, para que
0 sistema seja impossivel, ou seja, ndo possua solugao.

8) Resposta “E”.
Solug@o: Como os sistemas sdo equivalentes, eles possuem a
mesma solucdo. Vamos resolver o sistema:
Six+y=1
X-2y=-5

Subtraindo membro a membro, vem: x - x +y - (-2y) =1 - (-5).
Logo,3y=6\y=2.

Portanto, como x +y = 1, vem, substituindo: x +2=1\x=-1.
O conjunto solugao ¢, portanto S = {(-1, 2)}.

Como os sistemas sdo equivalentes, a solu¢do acima ¢ tam-
bém solugdo do sistema S,.

Logo, substituindo em S, os valores de x ¢ y encontrados para
o sistema S, vem:

a(-1)-b(2)=5—>-a-2b=5
a2)-b(-1)=-1 > 2a+b=-1

Multiplicando ambos os membros da primeira equagdo por
2, fica:

-2a-4b=10

Somando membro a membro esta equacdo obtida com a se-
gunda equagdo, fica:

3b=9\b=-3

Substituindo o valor encontrado para b na equagdo em ver-
melho acima (poderia ser também na outra equagao em azul), te-
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2at(-3)=-1\a=1.
Portanto, a>+ b>= 12+ (-3)’= 1+ 9= 10.

9) Resposta “S = {(5, 2, 4)}”.
Solugdo: Teremos:

1 3 =2
A=l 2 -1 1 [=24
4 3 -5
1 3 =2
Ax,=| 12 -1 1 [=120
6 3 -5
1 3 3
Ac,=[ 2 -1 12 (=96
4 3 6
1 3 =2
Ax,=| 2 12 1 [=48
4 6 -5

Portanto, pela regra de Cramer, teremos:
x,=Dx,/D=120/24=5
x,=Dx,/D=48/24=2
x,=Dx,/D=96/24=4
Logo, o conjunto solugao do sistema dado é S = {(5, 2, 4)}.
10) Solugao:
A:|: 2 -l }:>detA:11
1 5

A=l T 7V lsdeta =3
25

Az{? 7 }:>detA2=—ll

-2
L_detA 33
CdetA 11

yzdetAz =—_11=_1
detA 11

Resposta: S={(3,-1)}
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Matriz

Actabela seguinte mostra a situagao das equipes no Campeonato
Paulista de Basquete masculino.

Campeonato Paulista — Classifica¢cdo
Time Pontos

1° Tilibra/Copimax/Bauru 20
2° COC/Ribeirdo Preto 20
3° Unimed/Franca 19
4° Hebraica/Blue Life 17
5° Uniara/Fundesport 16
6° Pinheiros 16
7° Sdo Caetano 16
8° Rio Pardo/Sadia 15
9° Valtra/UBC 14
10° Unisanta 14
11° Leitor/Casa Branca 14
12° Palmeiras 13
13° Santo André 13
14° Corinthians 12
15° Sao José 12

Fonte: FPB (Federagdo Paulista de Basquete)
Folha de S. Paulo — 23/10/01

Observando a tabela, podemos tirar conclusdes por meio de
comparagdes das informagdes apresentadas, por exemplo:

— COC/Ribeirdo lidera a classificagdo com 20 pontos
juntamente com Tilibra/Bauru

— Essa informacao encontra-se na 2* linha e 3* coluna.

Definicoes
Chamamos de matriz m xn (m .N* e n . N*) qualquer tabela

formada por m - n elementos (informagdes) dispostos em m linhas
e n colunas

Exemplos
1°)
1 0 -2 3
_1 1 32 ¢ uma matriz 2 x 4
2%
1 0 1
2 3 3
L 4 2 é uma matriz 3 x 3
39

I:l 0 31éumamatrizlx3
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4°)

0 é uma matriz2 x 1

O nome de uma matriz ¢ dado utilizando letras maitsculas do
alfabeto latino, A, por exemplo, enquanto os elementos da matriz
sdo indicados por letras latinas minusculas, a mesma do nome de
matriz, afetadas por dois indices, que indicam a linha e a coluna
que o elemento ocupa na matriz.

Assim, um elemento genérico da matriz A ¢ representado por
aij.

O primeiro indice, i, indica a linha que esse elemento ocupa na
matriz, € o segundo indice, j, a coluna desse comando.

A= [%] <« i—ésima-linha
T

J—ésima-coluna

Exemplo

Na matriz B de ordem 2 x 3 temos:
1 0 3
2 -1 4

b, =1b,=0;b,=3;

b, =2;b_=-1;b_ =4

22 23

Observagdo: O elemento by, por exemplo, lemos assim: “b
dois trés”

De uma forma geral, a matriz A, de ordem m x n, é representada

por:
all alZ a13 b aln
Gy Ay Gy . Uy,
A=
as;, dsg e Ag,
aml amZ am3 amn

Ou com a notacdo abreviada: A= (a,)

i/mxn

Matrizes Especiais

Apresentamos aqui a nomenclatura de algumas matrizes
especiais:

1°. Matriz Linha
E a matriz que possui uma unica linha.

Exemplos
-A=[-1,0]
-B=[1 0 0 2]

2%, Matriz Coluna
E a matriz que possui uma tnica coluna.
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Exemplos
5 0
DUES R
3

3*) Matriz Nula
E a matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

Exemplos
. 0 0 0 0 0
1A= 2)B =

0 0 0 00

4*, Matriz Quadrada
E a matriz que possui o nimero de linhas igual ao nimero de
linhas igual ao niimero de colunas.

Exemplos

3
1A=

2 -1 | £ amatriz quadrada de ordem 2.

Observacgdes: Quando uma matriz ndo ¢ quadrada, ela ¢
chamada de retangular.

Dada uma matriz quadrada de ordem n, chamamos de diagonal
principal da matriz ao conjunto dos elementos que possuem indices
iguais.

Exemplo
{a,,a,,a,,a,} ¢adiagonal principal da matriz A.

3*) Dada a matriz quadrada de ordem n, chamamos de diagonal
secundaria da matriz ao conjunto dos elementos que possuem a
soma dos dois indices igual an + 1.

Exemplo
{a,,a,,a,,a,} ¢adiagonal secundaria da matriz A.

5. Matriz Diagonal
E a matriz quadrada que apresenta todos os elementos, nao
pertencentes a diagonal principal, iguais a zero.

Exemplos
2 00
A= 0 1 0
0 0 3

6") Matriz Identidade
E a matriz diagonal que apresenta todos os elementos da
diagonal principal iguais a 1.

Representamos a matriz identidade de ordem n por I .
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Exemplos
1 00
10
"I, = 29L,=| 01 0
01
0 0 1

Observagdo: Para uma matriz identidade I = (a,), |
7% Matriz Transposta
Dada uma matriz A, chamamos de matriz transposta de A a
matriz obtida de A trocando-se “ordenadamente”, suas linhas por
colunas. Indicamos a matriz transposta de A por A'".

Exemplo
1 2
1 0 3
A= ,entdo A = 0 1
2 1 4
3 4

Observagdo: Se uma matriz A é de ordem m x n, a matriz A',
transposta de A, ¢ de ordem n x m.

Igualdade de Matrizes

Sendo A e B duas matriz de mesma ordem, dizemos que um
elemento de matriz A é correspondente a um elemento de B quando
eles ocupam a mesma posigao nas respectivas matrizes.

Exemplo

Sendo A ¢ B duas matrizes de ordem 2 x 2,

al 1 alZ bl 1 blZ
A= e B=
a2] a22 b2] bZZ

Sao elementos correspondentes de A e B, os pares:

a,eba,eb ;a eb ;a eb,.

11° 12> 721 21° 722

Definicao

Duas matrizes A e B sdo iguais se, € somente se, tém a mesma
ordem e os elementos correspondentes sao iguais.

Indica-se:

A=B

Entdo:

A= (au)n ,eB= (bu)p ‘a

Observagoes: Dada uma matriz A= (a,) . dizemos que uma
matriz B = (b, )mx , € oposta de A quando b = -a, para todo i, [ <i
Sm,etodoj,l_ﬁj <n.

Indicamos que B =-A.
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Exemplo

3 -1 -3 1
A= = B=

2 4 -2 -4

- Dizemos que uma matriz quadrada A = (a, PDmxn € simétrica
quando a, =a, .paratodo i I<i<m,etodoj,I<j <n Istoe A=Al
- Dizemos que uma matriz quadrada A = (a I o € ANt

simétrica quando a, = -a, para todo i I<i<m,e todOJ I<j< n
Isto é,A¢é anti-simétrica quando A'= -A.

Adicao e Subtracao de Matrizes

Definicao

Dadas duas matrizes A ¢ B, de mesma ordem m x n,
denominamos soma da matriz A com a matriz B a matriz C, de
ordem m x n, cujos elementos sdo obtidos quando somamos o0s
elementos correspondentes das matrizes A e B. Indicamos:

C=A+B
Assim:
1 3 4 2 11 3 4 5
—+ =
21 =2 3 2 3 5 31

Propriedades da Adicao

Sendo A, B e C matrizes m x n ¢ O a matriz nula m s n, valem
as seguintes propriedades.

- A+ B =B + A (comutativa)

-(A+B)+C=A+ (B + C) (associativa)

-A+ 0 =0 + A=A (elemento neutro)

-A+(-A)=(-A) + A= O (elemento oposto)

-(A+B)=A'+B

Definicao

Consideremos duas matrizes A ¢ B, ambas de mesma ordem m
x n. Chamamos de diferencga entre A e B (indicamos com A —B) a
soma de A com a oposta de B.

A-B=A+(B)
Exemplo
Sendo:
3 2 4 5
= e B=
-2 -2 1 , entdo
32 4 5
A-B= —
1 =2 -2 1
3 2 -4 =5
A—B= +
1 =2 2 -1
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A-B=
-1 3
3 3

A-B=

Observagao: Na pratica, para obtermos a subtragao de matrizes
de mesma ordem, basta subtrairmos os elementos correspondentes.
Multiplicacido de Matrizes por um Nimero Real

Definicao

Consideremos uma matriz A, de ordem m X n, € um nimero
real. O produto de por A ¢ uma matriz B, de ordem m x n, obtida
quando multiplicamos cada elemento de A por.

Indicamos:

B= o . A

Exemplo
Sendo:

1 3

25 , temos
21 23 2 6
22 25 4 10

Matrizes — Produtos
Multiplica¢io de Matrizes
O produto (linha por coluna) de uma matriz A = (a.) __ por
. , 3 ij/mx p
uma matriz B = (bij)pxn ¢ uma matriz C = (cij)mxn, de modo que
cada elemento ¢ ¢ obtido multiplicando-se ordenadamente os
elementos da linha i de A pelos elementos da coluna j de B, e

somando-se os produtos assim obtidos. Indicamos:

B= o . A

Da definigao, decorre que:

- S existe o produto de uma matriz A por uma matriz B se o
nimero de colunas de A ¢ igual ao niimero de linhas de B.

- Amatriz C, produtode A por B, ,¢édotipomxn.

mxp Pxn’

Propriedades

Sendo A uma matriz de ordem m x n, B e C matrizes
convenientes e, sdo validas as seguintes propriedades.

-(A-B)-C=A-(B-C) (associativa)

-C-(A+B)=C-A+ C-B (distributiva pela esquerda)

-(A+B) - C=A"C + B (distributiva pela direita)

-A-1 =1 -A= A (elemento neutro)

-(a"A)'B=A-(a'B)=.(A"B)

-A-0, =0  eO,  ~A=0

-(A-B)=B'.A!

Observagdo: Para a multiplicagdo de matrizes ndo vale a
propriedade comutativa (A - B # B - A). Esta propriedade s6 ¢
verdadeira em situagdes especiais, quando dizemos que as matrizes
sdo comutaveis.
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Devemos levar em consideragdo os fatos seguintes:
1°) (A+B) #A?+2AB + B2 pois (A + B)*= (A + B)(A+B) +
A?+AB + BA + B?
2% (A-B)'#A' B, pois, pela 7* propriedade, devemos ter (A
. B)t =Bt-At
Matriz Inversa

No conjunto dos nimeros reais, para todo a # 0, existe um
ntmero b, denominado inverso de a, satisfazendo a condigao:

a.b=b.a=1
1
Normalmente indicamos o inverso de a por , oua’.

Analogamente para as matrizes temos o seguinte:

Definicao

Uma matriz A, quadrada de ordem n, diz-se inversivel se, ¢
somente se, existir uma matriz B, quadrada de ordem n, tal que:

A.B=B.A=I

A matriz B é denominada inversa de 4 e indicada por 4.

4 -3

- Verifique que a matriz B= .

L
e
S A

Como 4.B=B.4=1,, amatriz B ¢ a inversa de 4, isto ¢, B=A4"".

Exemplos
[ } ¢ a inversa da matriz A=

Observagio: E bom observarmos que, de acordo com a
defini¢do, a matriz 4 também ¢é a inversa de B, isto é, A=B", ou
seja, A=(A").

31
- Encontre a matriz inversa da matriz A—{ ) J , Se existir.

Resolucao
a b
cd

ancly e aH

3a+c3b+d | (10
2a+c 2b+d 01

Supondo que B—{ } ¢ a matriz inversa de 4, temos:

Assim:
3a+c=1 R 3b+d=0
2a+c=0 2b+d =1

Resolvendo os sistemas, encontramos:
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A=1,b=-1,c=-2 e d=3

) 1 -1
Assim, B= 23

Por outro lado:
_ 31 10
B.A= b= . =
-23|121 01
Portanto, a matriz 4 é inversivel e sua inversa ¢ a matriz:

o 1 -1
=23

Observagdo: Quando uma matriz ¢ inversivel, dizemos que
ela ¢ uma matriz ndo-singular; caso a matriz ndo seja inversivel,
dizemos que ela ¢ uma matriz singular.

Propriedades
Sendo 4 e B matrizes quadradas de ordem n e inversiveis,
temos as seguintes propriedades:

-(ATy'=A
_ (A-1)1: A1)-1
-(A.By'=B".4"

- Dada 4, se existir A, entdo 4™ é Unica.

Exemplo

Sendo 4, B e X matrizes inversiveis de ordem n, isolar X em
(X.A)"=B.

Resolucio
(X.A)y'=B= A"'.X'=B

Multiplicando os dois membros a esquerda por 4, encontramos:

AA'X'=A4.B

Como 4.4"'=I , entdo:

[ X'=A.B

Como I ¢ elemento neutro na multiplicagdo de matrizes,
temos:

X'=4.B

Elevando os dois membros da igualdade, ao expoente -1,
temos:

(X)'=(4.B)"

Assim, X=(4.B), ou entdo X=B"1.4"!
O sistema obtido esta escalonado e é do 2°

Determinantes

Chamamos de determinante a teoria desenvolvida por mate-
maticos dos séculos XVII e XVIII, como Leibniz e Seki Shinsuke
Kowa, que procuravam uma formula para determinar as solugdes
de um “Sistema linear”, assunto que estudaremos a seguir.

Esta teoria consiste em associar a cada matriz quadrada 4, um
unico nimero real que denominamos determinante de 4 e que
indicamos por det A ou colocamos os elementos da matriz 4 entre
duas barras verticais, como no exemplo abaixo:
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45

1 2
A= — det A=
45

Definicoes

12‘

Determinante de uma Matriz de Ordem 1

Seja a matriz quadrada de ordem 1: 4=[a ]
Chamamos determinante dessa matriz o nimero:
det A4=[a |=a,

Exemplos

1°) A=[-2] — det A= -2
2°) B=[5] — det B=5
3°) C=[0] — det C=0

Determinante de uma Matriz de ordem 2

Seja a matriz quadrada de ordem 2:

a, a4,
A =
Gy Gy

Chamamos de determinante dessa matriz o nimero:

all a12
detA= =a, . Gy —G . a,
a2] a22

Para facilitar a memorizagdo desse numero, podemos dizer
que o determinante ¢ a diferenga entre o produto dos elementos da
diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secunda-
ria. Esquematicamente:

all a12
detA= =a, . Gy —a, . a,
a21 a22

Exemplos
12
A= 15 3
det 4=1.3-5.2=-7

o

det B=2.3-2.(-1)=8
Determinante de uma Matriz de Ordem 3

Seja a matriz quadrada de ordem 3:
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21 a22 a23

[ 1 G G

a3 Ay

Chamamos determinante dessa matriz o numero:

v -

‘il A7, hl&‘

det A=|" aﬂ ‘174
"ffa: asz ux

detd= all a22 a33+ a12 a23 a31+a32 aZl a a3l a22 a +

a12 a21 a}% a32 a23 a
Para memorizarmos a definicdo de determinante de ordem 3,
usamos a regra pratica denominada Regra de Sarrus:

1°) Repetimos a 1° e a 2° colunas as direita da matriz.
all a12 a13 all a12

aZl a22 a23 a21 a22

a31 a32 3'33 aSl a32
2°) Multiplicando os termos entre si, seguindo os tragos em
diagonal e associando o sinal indicado dos produtos, temos:

L W L - WL LR

Ay A '.‘123 Ay Ay

a3 A3y “33 3 ‘usz
* @ & ® @ 9
detd=a _a _a . ta_a.a,ta.a a.-a.a, a,+

11 722 733 12 723 731 13 721 732 713 722 731
-a,.4a,.4da,.,-a. a, a

11 723 732 712 721 733
Observagdo: A regra de Sarrus também pode ser utilizada
repetindo a 1° e 2° linhas, ao invés de repetirmos a 1° e 2° colunas.
Determinantes — Propriedades - I
Apresentamos, a seguir, algumas propriedades que visam a
simplificar o célculo dos determinantes:

Propriedade 1: O determinante de uma matriz 4 ¢ igual ao
de sua transposta A".

Exemplo
ab a c
A= cd “A%b a
detdA=d -b
= det A" =det 4
detd'=d -b

Propriedade 2: Se B ¢ a matriz que se obtém de uma matriz
quadrada A, quando trocamos entre si a posicdo de duas filas
paralelas, entdo:

detB = -det4

NONA, Didatismo e Conhecimento
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Exemplo

ab cd
A= ¢ B=
cd ab
B foi obtida trocando-se a 1° pela 2° linha de A.
det4=ad-bc
detB=BC-ad=-(ad-bc)=-det4
Assim,
detB=-det4

Consequéncia da Propriedade 2: Uma matriz 4 que possui
duas filas paralelas “iguais”tem determinante igual a zero.
Justificativa: A matriz que obtemos de 4, quando trocamos
entre si as duas filas (linha ou coluna “iguais”, ¢ igual a 4. Assim,
de acordo com a propriedade 2, escrevemos que det4 = -det4
Assim: det4 =0

Propriedade 3: Sendo B uma matriz que obtemos de uma
matriz quadrada 4, quando multiplicamos uma de sua filas (linha
ou coluna) por uma constante k, entdo detB = k.det4

Consequéncia da Propriedade 3: Ao calcularmos um
determinante, podemos “colocar em evidéncia”um “fator comum”

de uma fila (linha ou coluna).

Exemplo

kakb_k a b
Cd—‘cd

- Sendo 4 uma matriz quadrada de ordem », a matriz k. 4 é
obtida multiplicando todos os elementos de 4 por k, entao:

det(k.A)=k".det4

Exemplo
a b c | ka kb kc
A=| d e f |=kA=| kd ke kf
g h i kg kh ki
ka kb kc | a b c
det(kA)=| kd ke kf |=kkk| d e f
kg kh ki g h i

Assim:
det(k.4)=k>.det4

Propriedade 4: Se 4, B ¢ C sdo matrizes quadradas de mesma
ordem, tais que os elementos correspondentes de 4, B ¢ C sdo
iguais entre si, exceto os de uma fila, em que os elementos de C
sdo iguais as somas dos seus elementos correspondentes de 4 e
B, entao.

detC = detd + detB
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Exemplos:

a b x a b r a b x + r
cd yl|+tlec d s|=|c dy + s
e [ z e f z

Propriedades dos Determinantes

e f 7z + t

Propriedades 5 (Teorema de Jacobi)
O determinante ndo se altera, quando adicionamos uma fila
qualquer com outra fila paralela multiplicada por um niimero.

Exemplo

Exemplo abe

Considere o determinante detd=|d e f
g hi

Somando a 3* coluna com a 1* multiplicada por m, teremos:

a b c a b ma

d e f + md|(P4)| d e f |+ d e md

a b ¢ + ma

g h i + mg g h i g h mg

a b ¢ + ma a b a

d e f + md|=detA+m| d e d

g h i + mg g h g

Igual a zero

d e f + md|=detA

Exemplo
1 0 3 1 0 3 1/0 5.
D=|-2 4 -1=|-2 4\—/;@ z(2. 4
50 2 5 0/ 2 )%\]

D=8+0+0-60-0-0=-52

Em seguida, vamos multiplicar a 1* coluna por 2, somar com
a 3% coluna e calcular:

1o s/ 103§ 10
D=|-2 4 -5|=|-2 4 -5 -2 4
5012 |561%%

D =48+0+0-100-0-0=-52
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Observe que D =D, de acordo com a propriedade.

Consequéncia

Quando uma fila de um determinante ¢ igual a soma de
multiplos de filas paralelas (combinagao linear de filas paralelas),
o determinante ¢ igual a zero.

Exemplo
1 2 8
SejaD=| 3 2 12
4 -1 05

Observe que cada elemento de 3% coluna ¢ igual a 1* coluna
multiplicada por 2 somada com a 2* coluna multiplicada por 3.

8=2(1)+3(12)=2+6

12=23)+32)=6+6

5=2(4)+3(-1)=8-3

Portanto, pela consequéncia da propriedade 5, D =0
Use a regra de Sarrus e verifique.

Propriedade 6 (Teorema de Binet)
Sendo 4 ¢ B matrizes quadradas de mesma ordem, entdo:
det(A4.B) = det4 . detB

Exemplo
12
A= = det4=3

— = —_
B 21 detB=-2

5
— f—y =_
A.B (6 3J det(4.B)=-6
Logo, det(4B)=detA. detB

Consequéncias: Sendo 4 uma matriz quadrada e ne N¥*,
temos:

det(4™) = (detd4)"

Sendo 4 uma matriz inversivel, temos:

1
det 4

Justificativa: Seja A matriz inversivel.
A'.A=1

det(4".A)=det 1

detA!.detd=det I

detd'=

detd'=

det 4

Uma vez que det I=1, onde i ¢ a matriz identidade.
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1.7 GEOMETRIA PLANA: CALCULO
DE AREAS, SEMELHANCA,

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO E NO CIRCULO.

A Geometria ¢ a parte da matematica que estuda as figuras e
suas propriedades. A geometria estuda figuras abstratas, de uma
perfeicdo ndo existente na realidade. Apesar disso, podemos ter
uma boa ideia das figuras geométricas, observando objetos reais,
como o aro da cesta de basquete que sugere uma circunferéncia,
as portas e janelas que sugerem retdngulos ¢ o dado que sugere
um cubo.

Reta, semirreta e segmento de reta

42 g reta AB

- g semirreta AB
4 B semirreta BA

A

% segmento AB
Definigdes.

a) Segmentos congruentes.
Dois segmentos sao congruentes se tém a mesma medida.

b) Ponto médio de um segmento.
Um ponto P ¢ ponto médio do segmento AB se pertence ao

segmento e divide AB em dois segmentos congruentes.

¢) Mediatriz de um segmento.
E a reta perpendicular ao segmento no seu ponto médio

Angulo

OA - lado
OB - lado
O - vértice

%&Hiiﬁ@%ﬁs ou angulo o

a) Angulo ¢ a regido plana limitada por duas semirretas de
mesma origem.

b) Angulos congruentes: Dois dngulos sdo ditos congruentes
se tém a mesma medida.

NONA, Didatismo e Conhecimento

¢) Bissetriz de um angulo: E a semirreta de origem no vértice
do angulo que divide esse angulo em dois angulos congruentes.

Perimetro: entendendo o que ¢é perimetro.

Imagine uma sala de aula de 5m de largura por 8m de
comprimento.

Quantos metros lineares serdo necessarios para colocar rodapé
nesta sala, sabendo que a porta mede 1m de largura e que nela nao
se coloca rodapé?

comptimento

&

Sm

Sm

larguea

SALA DE AULA
EM PERSPECTIVA

PLANTA BALXA
EM PERZPECTIVA

PLANTA BAIEZA

A conta que fariamos seria somar todos os lados da sala,
menos 1m da largura da porta, ou seja:
P=(5+5+8+8)-1

P=26-1
P=25
Sm
— lado
BEm Em
Sm

Colocariamos 25m de rodapé.
A soma de todos os lados da planta baixa se chama Perimetro.
Portanto, Perimetro ¢ a soma dos lados de uma figura plana.

Area

Area é a medida de uma superficie.

A éarea do campo de futebol ¢ a medida de sua superficie
(gramado).

Se pegarmos outro campo de futebol e colocarmos em uma
malha quadriculada, a sua area sera equivalente a quantidade de
quadradinho. Se cada quadrado for uma unidade de area:
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. Uma wiedade de arca

Veremos que a area do campo de futebol ¢ 70 unidades de
area. A unidade de medida da area é: m? (metros quadrados), cm?
(centimetros quadrados), e outros.

Se tivermos uma figura do tipo:

R e
1
1

Sua 4rea serd um valor aproximado. Cada | { ¢ uma unidade,
ento a area aproximada dessa figura sera de 4 unidades.

No estudo da matematica calculamos areas de figuras planas e
para cada figura ha uma férmula pra calcular a sua area.

Retangulo

E o quadrilatero que tem todos os 4ngulos internos congruentes

e iguais a 90°.

A B

h h

D c

b
No célculo da area de qualquer retdngulo podemos seguir o

raciocinio:

Pegamos um retangulo e colocamos em uma malha

quadriculada onde cada quadrado tem dimensdes de 1 cm. Se
contarmos, veremos que ha 24 quadrados de 1 cm de dimensdes
no retangulo. Como sabemos que a area ¢ a medida da superficie
de uma figuras podemos dizer que 24 quadrados de 1 cm de
dimensdes ¢ a area do retangulo.
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'MATEMATICA

4 cm

6 cm

O retangulo acima tem as mesmas dimensdes que o outro,
s6 que representado de forma diferente. O calculo da area do
retangulo pode ficar também da seguinte forma:

A=6.4 A=24 cm?

Podemos concluir que a area de qualquer retangulo ¢é:

ALTURA (b)

BASE (b) A=b.h

Quadrado
E o quadrilatero que tem os lados congruentes e todos os
angulos internos a congruentes (90°).

Sua area também ¢ calculada com o produto da base pela
altura. Mas podemos resumir essa formula:

¢

Como todos os lados sdo iguais, podemos dizer que base é
igual a e a altura igual a , entdo, substituindo na formula A=Db .

h, temos:
a-£€ €
A=£:

Trapézio

E o quadrilatero que tem dois lados paralelos. A altura de um
trapézio ¢ a distancia entre as retas suporte de suas bases.
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base menor
base maior

Trapézio Trapézio Trapézio
r%téggu{o - isosceles escaleng 1
Em to rapézio, 0 segmento que une oS pontos médios
dos dois lados ndo paralelos, ¢ paralelo as bases e vale a média
aritmética dessas bases.

A
MN // AB // CD
e
N MN=AB*CD
2

A area do trapézio esta relacionada com a area do triangulo
que ¢ calculada utilizando a seguinte féormula:
A=Db.h(b=base e h = altura).
2
Observe o desenho de um trapézio e os seus elementos mais
importantes (elementos utilizados no calculo da sua area):

Um trapézio ¢ formado por uma base maior (B), por uma base
menor (b) e por uma altura (h).

Para fazermos o célculo da area do trapézio ¢ preciso dividi-lo
em dois tridangulos, veja como:

Primeiro: completamos as alturas no trapézio:

D ] C

h

E

E F

Segundo: o dividimos em dois tridngulos:
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E F
|

B

A area desse trapézio pode ser calculada somando as areas dos
dois triangulos (ACFD e ACEF).

Antes de fazer o calculo da area de cada triangulo
separadamente observamos que eles possuem bases diferentes e
alturas iguais.

Calculo da area do ACEF:

AAl=B.h
2
Calculo da area do ACFD:

AA2=b.h
2

Somando as duas areas encontradas, teremos o calculo da
area de um trapézio qualquer:

AT =AAl1 + AA2

AT=B.h+b.h

2 2

AT =B.h+b.h— colocar a altura (h) em evi-
2
déncia, pois ¢ um termo comum aos dois fatores.

AT=h (B +b)
2

Portanto, no calculo da area de um trapézio qualquer
utilizamos a seguinte formula:

A=h(B+Db)
2

h = altura
B = base maior do trapézio
b = base menor do trapézio

Losango

E o quadrilatero que tem os lados congruentes.
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B

AB /I CD

c e
AD /I BC

D

Em todo losango as diagonais sdo:
a) perpendiculares entre si;
b) bissetrizes dos angulos internos.

A érea do losango ¢ definida pela seguinte formula:
S = d.D OndeD¢a diagonal maior e d é a menor.

2

Triangulo

Figura geométrica plana com trés lados.

«— vertice .. .
i - angulo interno
e - angulo externo

& lado Num mesmo

vertice, tem-se

i+e=180°

Angulo externo. O angulo externo de qualquer poligono
convexo ¢ o angulo formado entre um lado e o prolongamento do
outro lado.

Classificagao dos triangulos.

a) quanto aos lados:
- tridangulo equilatero.
- triangulo isosceles.
- tridngulo escaleno.

b) quanto aos angulos:
- triangulo retangulo.

- triangulo obtusangulo.
- triangulo acutangulo.

Propriedades dos tridngulos

1) Em todo tridngulo, a soma das medidas dos 3 angulos
internos é 180°.
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a+p+y=180°

= AN

2) Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo ¢é igual a
soma das medidas dos 2 angulos internos ndo adjacentes.

3) Em todo tridngulo, a soma das medidas dos 3 angulos
externos ¢ 360°.

4) Em todo tridngulo isdsceles, os angulos da base sdo
congruentes. Observacdo - A base de um triangulo isosceles ¢ o
seu lado diferente.

Altura - E a distncia entre o vértice e a reta suporte do lado
oposto.
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Area do triangulo

s_b.h

Segmentos proporcionais
Teorema de Tales.

Em todo feixe de retas paralelas, cortado por uma reta
transversal, a razdo entre dois segmento quaisquer de uma
transversal ¢ igual a razdo entre os segmentos correspondentes da
outra transversal.

Teorema

/ \ de Tales
a c
= a C

t
rifsiit \

Semelhanca de triangulos

Definicao.
Dois triangulos sdo semelhantes se tém os angulos dois a dois
congruentes ¢ os lados correspondentes dois a dois proporcionais.

Defini¢do mais “popular”.

Dois triangulos s@o semelhantes se um deles ¢ a reducdo ou a
ampliacdo do outro.

Importante - Se dois tridngulos sdo semelhantes, a
proporcionalidade se mantém constante para quaisquer dois
segmentos correspondentes, tais como: lados, medianas, alturas,
raios das circunferéncias inscritas, raios das circunferéncias
circunscritas, perimetros, etc.

A

semelhante g : E
c B C=F
D e

AABC ~ ADEF =

%
§
ok
.
:
i

K - razao da semelhanca
F ¥ E ou
constante de proporcionalidade.
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Exercicios

1. Seja um paralelogramo com as medidas da base e da altura
respectivamente, indicadas por b e h. Se construirmos um outro
paralelogramo que tem o dobro da base ¢ o dobro da altura do
outro paralelogramo, qual sera relag@o entre as areas dos parale-
logramos?

2. Os lados de um triangulo equilatero medem 5 mm. Qual ¢ a
area deste triangulo equilatero?

3. Qual ¢ a medida da area de um paralelogramo cujas medi-
das da altura e da base sdo respectivamente 10 cm e 2 dm?

4. As diagonais de um losango medem 10 cm e 15 cm. Qual ¢
a medida da sua superficie?

5. Considerando as informagdes constantes no triangulo PQR,
pode-se concluir que a altura PR desse triangulo mede:

= T ' Q
a)5 b)6 c)7 d)8
6. Num cartdo retangular, cujo comprimento ¢ igual ao dobro

de sua altura, foram feitos dois vincos AC e BF, que formam, entre
si, um angulo reto (90°). Observe a figura:

D ¢ 8
]

Cl \
E F A

Considerando AF=16cm ¢ CB=9¢m, determine:
a) as dimensoes do cartio;
b) o comprimento do vinco AC
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7. Nafigura, os angulos assinalados sao iguais, AC=2 ¢ AB=6.
A medida de AE ¢:
a)6/5 b)7/4 )95  d)3/2  e)5/4

8. Na figura a seguir, as distancias dos pontos A e B a reta va-
lem 2 e 4. As projegdes ortogonais de A e B sobre essa reta sdo os
pontos C e D. Se a medida de CD ¢ 9, a que distancia de C devera
estar o ponto E, do segmento CD, para que CEA=DEB

a)3
b4 i
)5 "
d)6 "; !
e)7 ; h ; o

H E 1]

9. Para ladrilhar uma sala sdo necessarios exatamente 400 pe-
¢as iguais de ceramica na forma de um quadrado. Sabendo-se que
a area da sala tem 36m?, determine:

a) a area de cada pega, em m>.

b) o perimetro de cada pega, em metros.

10. Na figura, os angulos ABC, ACD, CED, séo retos. Se
AB=2.3m e CE=./3m, a razdo entre as areas dos tridngulos
ABC e CDE é:

)6 i 5
X : :

by d
c)3 -
2 : {

ONE) "y

_l\\
E D

Respostas
1. A2 = (2b)(2h) = 4bh = 4A1

2. Segundo o enunciado temos:
[=5mm

Substituindo na formula:

2 2
S=lf:>S=5f=6,25J§:>S:10,8

3. Sabemos que 2 dm equivalem a 20 cm, temos:
h=10
b=20

Substituindo na formula:

S =b.h=20.10=200cm? = 2dm?
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4. Para o calculo da superficie utilizaremos a férmula que en-
volve as diagonais, cujos valores temos abaixo:

d1=10
d2=15

Utilizando na formula temos:

5= dl.d2 — 10.15

2 > =75cm?
s 2 20 pr=0_¢
PR 9 6
6. x _9 )
—=—=x*=144=x=12
16 x

a)x =12(altura);2x = 24(comprimento)

B)AC =~J9* + x> =/81+144 =15

7.
X
50° 2x
3) 2x=x+60=
c x = 060 (Tridangulo Equilatero)
/>\
T A 6 B 2 AE —
—=——=12=8*4F =
2+6 6
AE=12/8=6/4=3/2
8.

X (9-x)
2/4=x/(9-x)
18-2x=4x
6x=18

x=3

36m” — 400

x—1
a)x=36/400=9/100=0,09m"
b)e= \,"W =0.3m
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10. 2\:"'5 _ \,-‘"E
a b
a=2h
243xa 3xb_2a
2 2 b
2(2
@) _,
b

~ 1.8 GEOMETRIA ESPACIAL:
AREAS E VOLUMES DE PRISMAS

E PIRAMIDES.

Solidos Geométricos

Para explicar o célculo do volume de figuras geométricas, po-
demos pedir que visualizem a seguinte figura:
Prisma

a) A figura representa a planificagdo de um prisma reto;
b) O volume de um prisma reto ¢ igual ao produto da area da
base pela altura do solido, isto é

V=Abxa

¢) O cubo e o paralelepipedo retangulo sdo prismas;

d) O volume do cilindro também se pode calcular da mesma
forma que o volume de um prisma reto.

Os formularios seguintes, das figuras geométricas sao para
calcular da mesma forma que as acima apresentadas:

Figuras Geométricas:

Cubo Paralelepipedo

|- a
b’\.‘_,I

V=z=axbxc
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Prisma Cilindro
a a
Al=Pxa At = Al + 2AD
At = Al + 24D = 2rra+2nre®

O conceito de cone

altura

eixo
Considere uma regido plana limitada por uma curva suave
(sem quinas), fechada e um ponto P fora desse plano. Chamamos
de cone ao solido formado pela reunido de todos os segmentos de
reta que tém uma extremidade em P e a outra num ponto qualquer
da regido.

Elementos do cone

- Base: A base do cone ¢ a regido plana contida no interior da
curva, inclusive a propria curva.

- Vértice: O vértice do cone ¢ o ponto P.

- Eixo: Quando a base do cone é uma regido que possui cen-
tro, o eixo ¢ o segmento de reta que passa pelo vértice P e pelo
centro da base.

- Geratriz: Qualquer segmento que tenha uma extremidade
no vértice do cone e a outra na curva que envolve a base.

- Altura: Distancia do vértice do cone ao plano da base.

- Superficie lateral: A superficie lateral do cone é a reunido
de todos os segmentos de reta que tem uma extremidade em P ¢ a
outra na curva que envolve a base.

- Superficie do cone: A superficie do cone ¢ a reunido da su-
perficie lateral com a base do cone que ¢ o circulo.

- Secdo meridiana: A se¢do meridiana de um cone € uma re-
gido triangular obtida pela intersecdo do cone com um plano que
contem o eixo do mesmo.

Classificacdo do cone

Quando observamos a posigdo relativa do eixo em relagdo a
base, os cones podem ser classificados como retos ou obliquos.
Um cone ¢ dito reto quando o eixo ¢ perpendicular ao plano da
base e ¢ obliquo quando ndo ¢ um cone reto. Ao lado apresenta-

mos um cone obliquo.
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Observacio: Para efeito de aplicagdes, os cones mais impor-
tantes sdo os cones retos. Em fungdo das bases, os cones recebem
nomes especiais. Por exemplo, um cone ¢ dito circular se a base ¢
um circulo e ¢ dito eliptico se a base é uma regido eliptica.

\)

Observacgoes sobre um cone circular reto

1. Um cone circular reto ¢ chamado cone de revolugdo por
ser obtido pela rotagdo (revolugao) de um tridngulo retdngulo em
torno de um de seus catetos

2. A secdo meridiana do cone circular reto € a intersecdo do
cone com um plano que contem o eixo do cone. No caso acima, a
secdo meridiana € a regido triangular limitada pelo triangulo is6s-
celes VAB.

3. Em um cone circular reto, todas as geratrizes sdo congruen-
tes entre si. Se g ¢ a medida de cada geratriz entdo, pelo Teorema
de Pitagoras, temos: g> = h? + R?

4. A Area Lateral de um cone circular reto pode ser obtida em
fungdo de g (medida da geratriz) € R (raio da base do cone):A
=PiRg

5. A Area total de um cone circular reto pode ser obtida em
fun¢do de g (medida da geratriz) e R (raio da base do cone):

A ., =PiRg+PiR?

g 2nR

Cones Equilateros

Um cone circular reto ¢ um cone equilatero se a sua secdo
meridiana ¢ uma regido triangular equilatera e neste caso a medida
da geratriz ¢ igual a medida do didmetro da base.

A érea da base do cone ¢ dada por:

A, ~PiR

Pelo Teorema de Pitagoras temos:

(2R)’=h*+R?

h?=4R?-R?=3R?

Assim:

h=R.f3
Como o volume do cone é obtido por 1/3 do produto da area
da base pela altura, ento:
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V=(1/3) Pi V3R?

Como a area lateral pode ser obtida por:
A  =PiRg=PiR2R=2PiR’

entdo a area total sera dada por:

ATotal = 3 Pl R2
O conceito de esfera

A esfera no espago R* ¢ uma superficie muito importante em
fun¢ao de suas aplicacdes a problemas da vida. Do ponto de vista
matematico, a esfera no espago R* ¢ confundida com o sélido geo-
métrico (disco esférico) envolvido pela mesma, razao pela quais
muitas pessoas calculam o volume da esfera. Na maioria dos livros
elementares sobre Geometria, a esfera ¢ tratada como se fosse um
solido, heranga da Geometria Euclidiana.

Embora nao seja correto, muitas vezes necessitamos falar pa-
lavras que sejam entendidas pela coletividade. De um ponto de
vista mais cuidadoso, a esfera no espago R* ¢ um objeto matema-
tico parametrizado por duas dimensdes, o que significa que pode-
mos obter medidas de area e de comprimento, mas o volume tem
medida nula. Ha outras esferas, cada uma definida no seu respec-
tivo espaco n-dimensional. Um caso interessante ¢ a esfera na reta
unidimensional:

Se={xemR: x*=1} = {+1,-1}

Por exemplo, a esfera

S'l={(x,y)em Rz x> +y*=1}

¢ conhecida por n6s como uma circunferéncia de raio unitario
centrada na origem do plano cartesiano.

Aplicagdo: volumes de liquidos

Um problema fundamental para empresas que armazenam li-
quidos em tanques esféricos, cilindricos ou esféricos ¢ cilindricos
¢ a necessidade de realizar calculos de volumes de regides esfé-
ricas a partir do conhecimento da altura do liquido colocado na
mesma. Por exemplo, quando um tanque ¢ esférico, ele possui um
orificio na parte superior (p6lo Norte) por onde ¢ introduzida verti-
calmente uma vara com indicadores de medidas. Ao retirar a vara,
observa-se o nivel de liquido que fica impregnado na vara ¢ esta
medida corresponde a altura de liquido contido na regido esférica.
Este ndo ¢ um problema trivial, como observaremos pelos célculos
realizados na sequéncia.

A seguir apresentaremos elementos esféricos basicos e algu-
mas formulas para calculos de areas na esfera e volumes em um

solido esférico.
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A superficie esférica

A esfera no espago R* ¢ o conjunto de todos os pontos do
espago que estdo localizados a uma mesma distancia denominada
raio de um ponto fixo chamado centro.

Uma notagdo para a esfera com raio unitario centrada na ori-
gem de R3 é:

S?P={(x,y,z)em R*: x*+y*+7>=1}

Uma esfera de raio unitario centrada na origem de R* ¢ dada
por:

S*={(wx,y,z)em R: w2 + x2+y>+z2=1 }

Vocé conseguiria imaginar espacialmente tal esfera?

Do ponto de vista pratico, a esfera pode ser pensada como a
pelicula fina que envolve um soélido esférico. Em uma melancia
esférica, a esfera poderia ser considerada a pelicula verde (casca)
que envolve a fruta.

E comum encontrarmos na literatura basica a defini¢do de es-
fera como sendo o solido esférico, no entanto nido se devem con-
fundir estes conceitos. Se houver interesse em aprofundar os estu-
dos desses detalhes, deve-se tomar algum bom livro de Geometria
Diferencial que ¢ a area da Matematica que trata do detalhamento
de tais situagoes.

O disco esférico ¢ o conjunto de todos os pontos do espaco
que estdo localizados na casca e dentro da esfera. Do ponto de
vista pratico, o disco esférico pode ser pensado como a reunido
da pelicula fina que envolve o solido esférico com a regido sélida
dentro da esfera. Em uma melancia esférica, o disco esférico pode
ser visto como toda a fruta.

Quando indicamos o raio da esfera pela letra R e o centro da
esfera pelo ponto (0,0,0), a equagdo da esfera ¢ dada por:
XZ + y2 + ZZ o R2

e a relagcdo matematica que define o disco esférico é o conjun-
to que contém a casca reunido com o interior, isto ¢é:
XZ + y2 + Z2 S R2

Quando indicamos o raio da esfera pela letra R e o centro da
esfera pelo ponto (x,y_,Z ), a equagdo da esfera ¢ dada por:
Gox, P+ (v, + (22, = R

e a relagdo matematica que define o disco esférico é o conjun-
to que contém a casca reunido com o interior, isto ¢, o conjunto de
todos os pontos (X,y,z) em R? tal que:

2 2 2 2

(x=x )+ (y-y,) + (zz ) <R
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Da forma como estd definida, a esfera centrada na origem
pode ser construida no espago euclidiano R* de modo que o centro
da mesma venha a coincidir com a origem do sistema cartesiano
R3, logo podemos fazer passar os eixos OX, OY e OZ, pelo ponto
(0,0,0).

Hemisfério sul

R T

Seccionando a esfera x*+y*+z*=R? com o plano z=0, obtere-
mos duas superficies semelhantes: o hemisfério Norte (“boca para
baixo”) que ¢ o conjunto de todos os pontos da esfera onde a cota
z ¢ ndo negativa e o hemisfério Sul (“boca para cima”) que é o
conjunto de todos os pontos da esfera onde a cota z ndo ¢ positiva.

Se seccionarmos a esfera x2+y?+z?=R? por um plano vertical
que passa em (0,0,0), por exemplo, o plano x=0, teremos uma cir-
cunferéncia maximal C da esfera que ¢ uma circunferéncia contida
na esfera cuja medida do raio coincide com a medida do raio da es-
fera, construida no plano YZ e a equagdo desta circunferéncia sera:

x=0, y?+ 722 =R?

sendo que esta circunferéncia intersecta o eixo OZ nos pontos
de coordenadas (0,0,R) e (0,0,-R). Existem infinitas circunferén-
cias maximais em uma esfera.

Se rodarmos esta circunferéncia maximal C em torno do eixo
OZ, obteremos a esfera através da rotagdo e por este motivo, a
esfera ¢ uma superficie de revolugéo.

Se tomarmos um arco contido na circunferéncia maximal
cujas extremidades sao os pontos (0,0,R) e (0,p,q) tal que p*+q*=R?
e rodarmos este arco em torno do eixo OZ, obteremos uma super-
ficie denominada calota esférica.

Calota esférica

Na pratica, as pessoas usam o termo calota esférica para repre-
sentar tanto a superficie como o s6lido geométrico envolvido pela
calota esférica. Para evitar confusdes, usarei “calota esférica” com
aspas para o solido e sem aspas para a superficie.

A partir da rota¢do, construiremos duas calotas em uma esfe-
ra, de modo que as extremidades dos arcos sejam (0,0,R) e (0,p,q)
com p*+q>=R? no primeiro caso (calota Norte) e no segundo caso
(calota Sul) as extremidades dos arcos (0,0,-R) e (0,r,-s) com
r>+s>=R? e retirarmos estas duas calotas da esfera, teremos uma
superficie de revolu¢do denominada zona esférica.
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De um ponto de vista pratico, consideremos uma melancia
esférica. Com uma faca, cortamos uma “calota esférica” superior
e uma “calota esférica” inferior. O que sobra da melancia é uma
regido solida envolvida pela zona esférica, algumas vezes denomi-
nada zona esférica.

Consideremos uma “calota esférica” com altura h, e raio da
base r, e retiremos desta calota uma outra “calota esférica” com
altura h, e raio da base r,, de tal modo que os planos das bases de
ambas sejam paralelos. A regido sélida determinada pela calota
maior menos a calota menor recebe o nome de segmento esférico

com bases paralelas.

Segmento esférico

{hases paralelas)

N~

No que segue, usaremos esfera tanto para o solido como para
a superficie, “calota esférica” para o solido envolvido pela calota
esférica, a letra maitscula R para entender o raio da esfera sobre
a qual estamos realizando os calculos, V sera o volume, A(lateral)
sera a area lateral e A(total) serd a area total.

Algumas férmulas (relacdes) para objetos esféricos

Objeto Relagdes e formulas
Volume = (4/3) Pi R?
A(total) = 4 Pi R?

R?=h (2R-h)

Calota esférica (altura h, raio |A(lateral)=2PiR h

da base 1) A(total) = Pi h (4R-h)
V=Pi.h?(3R-h)/3=Pi(3R?>+h?)/6
R?=a?+ [(r* -r,>-h?)/2h)]?
A(lateral) =2 PiR h
A(total) = Pi(2Rh+r *+r,?)
Volume=Pi.h(3r *+3r,>+h?)/6

Esfera

Segmento esférico (altura h,
raios das bases r >1°)

Estas formulas podem ser obtidas como aplicagdes do Calculo
Diferencial e Integral, mas nos nos limitaremos a apresentar um
processo matematico para a obtencdo da formula do calculo do
volume da “calota esférica” em fun¢do da altura da mesma.

Volume de uma calota no hemisfério Sul
Consideremos a esfera centrada no ponto (0,0,R) com raio R.
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’MATEMATICA

A equagao desta esfera sera dada por:

x2+y?+ (z-R)?=R?

A altura da calota serd indicada pela letra h e o plano que
coincide com o nivel do liquido (cota) sera indicado por z=h. A
intersecdo entre a esfera e este plano ¢ dado pela circunferéncia

x2+y2=R2- (h-R)?

Obteremos o volume da calota esférica com a altura h menor
ou igual ao raio R da esfera, isto é, h pertence ao intervalo [0,R]
e neste caso poderemos explicitar o valor de z em fungdo de x e y
para obter:

72=R—R* = (x*+Y%)

Para simplificar as operagdes algébricas, usaremos a letra r
para indicar:

r2=R? - (h-R)? = h(2R-h)

A regido circular S de integracao sera descrita por x>+y*<R?
ou em coordenadas polares através de:

0<m<R, 0<t<2Pi

A integral dupla que representa o volume da calota em fungao
da altura h ¢ dada por:

Ve(h) = jj J(h—z)dxdy

ou seja

Ve(h)= [ [ ((h=R+R> = (x> +y*))dxdy

Escrita em Coordenadas Polares, esta integral fica na forma:

Ve(h) = j j (h— R+~ R? —m® ymdmdt

1=0 m=0

Ap0s realizar a integral na variavel t, podemos separa-la em
duas integrais:

Ve(h) = 2n{j(h — Rymdm+ j VR = m* mdm}
0 0

ou seja:

Ve(h)=n{(h— R)R* - j«/R2 —m? (=2m)dm}

Com a mudanga de variavel u=R?-m? e du=(-2m)dm podere-
mos reescrever:

Ve(hy=rm{(h—R)R* + [ udu}
=0

Ap6s alguns calculos obtemos:
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V(h) = Pi (h-R) [R* -(h-R)*] - (2/3)Pi[(R-h)* - R*]

¢ assim temos a formula para o calculo do volume da calota
esférica no hemisfério Sul com a altura h no intervalo [0,R], dada
por:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3

Volume de uma calota no hemisfério Norte
Se o nivel do liquido mostra que a altura h ja ultrapassou o
raio R da regido esférica, entdo a altura h estd no intervalo [R,2R]

——

4

2R

e

Langaremos mao de uma propriedade de simetria da esfera
que nos diz que o volume da calota superior assim como da calota
inferior somente depende do raio R da esfera e da altura h e nao da
posigao relativa ocupada.

Aproveitaremos o resultado do célculo utilizado para a calota
do hemisfério Sul. Tomaremos a altura tal que: h=2R-d, onde d ¢
a altura da regido que ndo contém o liquido. Como o volume desta
calota vazia ¢ dado por:

V(d) = Pi &*(3R-d)/3

e como h=2R-d, entdo para h no intervalo [R,2R], poderemos
escrever o volume da calota vazia em fungdo de h:

V(h) = Pi (2R-h)*(R+h)/3

Para obter o volume ocupado pelo liquido, em fungéo da altu-
ra, basta tomar o volume total da regido esférica e retirar o volume
da calota vazia, para obter:

V(h) =4Pi R¥3 - Pi (2R-h)*(R+h)/3

que pode ser simplificada para:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3

Independentemente do fato que a altura h esteja no intervalo
[0,R] ou [R,2R] ou de uma forma geral em [0,2R], o calculo do
volume ocupado pelo liquido é dado por:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3

Poliedro

Poliedro ¢ um soélido limitado externamente por planos no es-
paco R3. As regides planas que limitam este solido sdo as faces do
poliedro. As interse¢des das faces sdo as arestas do poliedro. As
intersecdes das arestas sdo os vértices do poliedro. Cada face ¢é
uma regido poligonal contendo 7 lados.

Poliedros convexos sao aqueles cujos angulos diedrais forma-
dos por planos adjacentes tém medidas menores do que 180 graus.
Outra defini¢ao: Dados quaisquer dois pontos de um poliedro con-
vexo, 0 segmento que tem esses pontos como extremidades, deve-
ra estar inteiramente contido no poliedro.
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Poliedros Regulares

Um poliedro € regular se todas as suas faces sdo regides poli-
gonais regulares com 7 lados, o que significa que o0 mesmo niimero
de arestas se encontram em cada vértice.

Tetraedro Hexaedro (cubo) Octaedro
a a
Areas e Volumes
Poliedro regular Area Volume
Tetraedro a’> R[3] (1/12) a® R|2]
Hexaedro 6 a’ a’
Octaedro 2 a’ R[3] (1/3) a* R[2]
Dodecaedro 3a? R{25+10-R[5]} |(1/4) a® (15+7-R[5])
Icosaedro 5a’ R[3] (5/12) a® (3+R[5])

Nesta tabela, a notacdo R|[z] significa a raiz quadrada de
7>0.
Prisma

Prisma ¢ um so6lido geométrico delimitado por faces planas,
no qual as bases se situam em planos paralelos. Quanto a inclina-
¢do das arestas laterais, os prismas podem ser retos ou obliquos.

Prisma reto

As arestas laterais t€m o mesmo comprimento.

As arestas laterais sdo perpendiculares ao plano da base.
As faces laterais sdo retangulares.

Prisma obliquo

As arestas laterais t€ém o mesmo comprimento.
As arestas laterais sdo obliquas ao plano da base.
As faces laterais ndo sdo retangulares.

Bases: regides poligonais
congruentes
Altura: distancia entre
as bases
Arestas laterais
paralelas: mesmas
medidas
Faces laterais:
paralelogramos

Prisma reto Aspectos comuns Prisma obliquo

Secdes de um prisma
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Secao transversal

E a regido poligonal obtida pela intersegido do prisma com um
plano paralelo as bases, sendo que esta regido poligonal ¢ con-
gruente a cada uma das bases.

Secao reta (secio normal)

E uma secio determinada por um plano perpendicular as ares-
tas laterais.

Principio de Cavaliere

Consideremos um plano P sobre o qual estdo apoiados dois
solidos com a mesma altura. Se todo plano paralelo ao plano dado
interceptar os solidos com se¢des de areas iguais, entdo os volu-
mes dos solidos também serdo iguais.

Prisma regular
E um prisma reto cujas bases sdo regides poligonais regulares.

Exemplos:

Um prisma triangular regular é um prisma reto cuja base ¢ um
tridngulo equilatero.

Um prisma quadrangular regular é um prisma reto cuja base
¢ um quadrado.

Planificacio do prisma

Um prisma ¢ um solido formado por todos os pontos do espa-
¢o localizados dentro dos planos que contém as faces laterais e os
planos das bases. As faces laterais e as bases formam a envoltoria
deste solido. Esta envoltoria ¢ uma “superficie” que pode ser pla-
nificada no plano cartesiano.

Tal planificagdo se realiza como se cortassemos com uma te-
soura esta envoltoria exatamente sobre as arestas para obter uma
regido plana formada por areas congruentes as faces laterais e as
bases.

A planificagdo ¢ til para facilitar os calculos das é4reas lateral
e total.

Volume de um prisma

O volume de um prisma ¢ dado por:

Vprisma = Abase . h

Area lateral de um prisma reto com base poligonal regular

A érea lateral de um prisma reto que tem por base uma regiao
poligonal regular de n lados ¢ dada pela soma das areas das fa-

ces laterais. Como neste caso todas as areas das faces laterais sdao
iguais, basta tomar a 4rea lateral como:
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Cilindros

Q

F

Seja P um plano e nele vamos construir um circulo de raio r.
Tomemos também um segmento de reta PQ que ndo seja paralelo
ao plano P e nem esteja contido neste plano P.

Um cilindro circular ¢ a reuniao de todos os segmentos con-
gruentes e paralelos a PQ com uma extremidade no circulo.

Observamos que um cilindro ¢ uma superficie no espago R?,
mas muitas vezes vale a pena considerar o cilindro com a regiao
solida contida dentro do cilindro. Quando nos referirmos ao cilin-
dro como um sdélido usaremos aspas, isto €, “cilindro” e quando
for a superficie, simplesmente escreveremos cilindro.

A reta que contém o segmento PQ ¢ denominada geratriz ¢ a

curva que fica no plano do “chdo” ¢ a diretriz.

Geratriz,
Geratriz Fixo h
1
0.
Diretriz Diretriz

Em funcao da inclinagao do segmento PQ em relagao ao plano
do “chao”, o cilindro serd chamado reto ou obliquo, respectiva-
mente, se o segmento PQ for perpendicular ou obliquo ao plano
que contém a curva diretriz.

Objetos geométricos em um “cilindro”

Num cilindro, podemos identificar vérios elementos:

- Base E a regido plana contendo a curva diretriz e todo o seu
interior. Num cilindro existem duas bases.

- Eixo E o segmento de reta que liga os centros das bases do
“cilindro”.

- Altura A altura de um cilindro ¢ a distancia entre os dois
planos paralelos que contém as bases do “cilindro”.

- Superficie Lateral E o conjunto de todos os pontos do espa-
¢0, que ndo estejam nas bases, obtidos pelo deslocamento paralelo
da geratriz sempre apoiada sobre a curva diretriz.

- Superficie Total E o conjunto de todos os pontos da superfi-
cie lateral reunido com os pontos das bases do cilindro.

- Area lateral E a medida da superficie lateral do cilindro.

- Area total E a medida da superficie total do cilindro.

- Secdo meridiana de um cilindro E uma regido poligonal
obtida pela intersecdo de um plano vertical que passa pelo centro
do cilindro com o cilindro.
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Classificacio dos cilindros circulares

Cilindro circular obliquo Apresenta as geratrizes obliquas
em relagdo aos planos das bases.

Cilindro circular reto As geratrizes sdo perpendiculares aos
planos das bases. Este tipo de cilindro ¢ também chamado de ci-
lindro de revolugao, pois € gerado pela rotacdo de um retangulo.

Cilindro equilatero E um cilindro de revolugio cuja se¢ao
meridiana é um quadrado.

Volume de um “cilindro”

Em um cilindro, o volume ¢ dado pelo produto da area da base
pela altura.

V = Abase x h
Se a base é um circulo de raio r, entdo:
V=TMrh

Areas lateral e total de um cilindro circular reto
Quando temos um cilindro circular reto, a area lateral ¢ dada
por:

A =2Trh
onde r é o raio da base e h ¢ a altura do cilindro.
Atot = Alat + 2 Abasc

Awt:21Trh+2 TTr?
A, =2 TMr(h+r)

Exercicios
1. Dado o cilindro circular equilatero (h = 2r), calcular a area
lateral e a area total.

2. Seja um cilindro circular reto de raio igual a 2cm e altura
3cm. Calcular a area lateral, area total e o seu volume.

3. As areas das bases de um cone circular reto ¢ de um prisma
quadrangular reto sdo iguais. O prisma tem altura 12 cm e volume
igual ao dobro do volume do cone. Determinar a altura do cone.

4. Anderson colocou uma casquinha de sorvete dentro de uma
lata cilindrica de mesma base, mesmo raio R € mesma altura h da

casquinha. Qual ¢ o volume do espaco (vazio) compreendido entre
a lata e a casquinha de sorvete?

Respostas

1) Solu¢ao: No cilindro equilatero, a area lateral ¢ a area total
¢ dada por:

A =2 TMr. 2r=4 T2

tot

V=A h=M¢ 2r=2T7¢

base

2) Solugdo: Célculo da Area lateral A, =2Trh=2MM23=
12 TTem?

NONA, Didatismo e Conhecimento

Célculo da Area total A=A T2A A, =12 T+2TM22=
12 T+ 8 M= 20 Mcem?
Calculo do Volume V=Abase xh=Tr2xhV=T22x3=T
x4 x3=12Tcm*
3) Solugdo:
=12

prisma

=A

base do prisma base do cone

Aphpm = 2(Ah)/3

12=2.h/3
h=18 cm

4) Solugao:

C A
vV=VvV_ -
cilindro cone

V=A,,.h-(1/3)A_ . h n

V=PiR*h-(1/3) PiR*h

V=(2/3) PiR* h cm®

Ponto, Reta e Plano

A definicao dos entes primitivos ponto, reta e plano ¢ quase
impossivel, o que se sabe muito bem e aqui serd o mais importante
¢ sua representagdo geométrica e espacial.

Representacio, (notacio)

— Pontos serdo representados por letras latinas maitisculas;
ex:A,B,C,...

— Retas serdo representados por letras latinas minusculas; ex:
a,b,c,...

— Planos serdo representados por letras gregas mintsculas;
ex: ,00,0,...

Representagao grafica

P

L]
Ponto Plano Reta

Postulados primitivos da geometria, qualquer postulado ou
axioma ¢ aceito sem que seja necessaria a prova, contanto que nao
exista a contraprova.

- Numa reta bem como fora dela ha infinitos pontos distintos.

- Dois pontos determinam uma Unica reta (uma e somente uma
reta).
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- Pontos colineares pertencem a mesma reta.

A

A, B e C sdo colineares. A, B e C ndo so colineares.

- Trés pontos determinam um Unico plano.

- Se uma reta contém dois pontos de um plano, esta reta esta
contida neste plano.

- Duas retas s@o concorrentes se tiverem apenas um ponto em
comum.

Observe que Frg= {H } Sendo que H estd contido na
retar e naretas.

Um plano ¢ um subconjunto do espago R* de tal modo que
quaisquer dois pontos desse conjunto podem ser ligados por um
segmento de reta inteiramente contida no conjunto.

Um plano no espago R* pode ser determinado por qualquer
uma das situagdes:

- Trés pontos ndo colineares (ndo pertencentes & mesma reta);
- Um ponto e uma reta que nao contem o ponto;

- Um ponto e um segmento de reta que ndo contem o ponto;

- Duas retas paralelas que ndo se sobrepde;

- Dois segmentos de reta paralelos que ndo se sobrepde;

- Duas retas concorrentes;

- Dois segmentos de reta concorrentes.

NONA, Didatismo e Conhecimento

Duas retas (segmentos de reta) no espago R* podem ser: para-
lelas, concorrentes ou reversas.

Duas retas sao ditas reversas quando uma nao tem interse¢ao
com a outra e elas ndo sdo paralelas. Pode-se pensar de uma reta
r desenhada no chdo de uma casa e uma reta s desenhada no teto
dessa mesma casa.

D

Uma reta ¢ perpendicular a um plano no espago R, se ela in-
tersecta o plano em um ponto P e todo segmento de reta contido no
plano que tem P como uma de suas extremidades é perpendicular
a reta.

Uma reta r € paralela a um plano no espago R’, se existe uma
reta s inteiramente contida no plano que ¢ paralela a reta dada.

Seja P um ponto localizado fora de um plano. A distancia do
ponto ao plano ¢ a medida do segmento de reta perpendicular ao
plano em que uma extremidade ¢ o ponto P e a outra extremidade é
0 ponto que ¢ a interse¢@o entre o plano e o segmento.

Se o ponto P estiver no plano, a distancia ¢ nula.

Planos concorrentes no espago R* sdo planos cuja interse¢do
¢ uma reta.

Planos paralelos no espago R® sdo planos que ndo tem inter-
secao.

Quando dois planos sdo concorrentes, dizemos que tais planos
formam um diedro e o angulo formado entre estes dois planos é
denominado angulo diedral. Para obter este angulo diedral, basta
tomar o angulo formado por quaisquer duas retas perpendiculares
aos planos concorrentes.

Planos normais sdo aqueles cujo angulo diedral é um angulo
reto (90 graus).
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Razio entre Segmentos de Reta

Segmento de reta ¢ o conjunto de todos os pontos de uma reta
que estdo limitados por dois pontos que sdo as extremidades do
segmento, sendo um deles o ponto inicial e o outro o ponto final.
Denotamos um segmento por duas letras como, por exemplo, AB,
sendo A o inicio e B o final do segmento.

Exemplo

AB ¢ um segmento de reta que denotamos por AB.

A B

Nao ¢ possivel dividir um segmento de reta por outro, mas é
possivel realizar a divisdo entre as medidas dos dois segmentos.

Consideremos os segmentos AB e CD, indicados:

A B
C D

m(AB) =2cm
m(CD)=5cm

A razdo entre os segmentos AB e CD, denotado aqui por, AB/
CD, ¢ definida como a razao entre as medidas desses segmentos,
isto ¢: AB/CD =2/5

Segmentos Proporcionais

Proporcdo ¢ a igualdade entre duas razdes equivalentes. De
forma semelhante aos que ja estudamos com nimeros racionais, é
possivel estabelecer a proporcionalidade entre segmentos de reta,
através das medidas desse segmentos.

Vamos considerar primeiramente um caso particular com qua-
tro segmentos de reta:

[m(PQ) =4 cm |
S Im(RS) = 6¢cm |

[m(AB) =2cm [A B P Q
[m(CD)=3cm |C D[R

A razdo entre os segmentos AB e CD e a razdo entre os seg-
mentos PQ e RS, sdo dadas por fragdes equivalentes, isto é: AB/
CD = 2/3; PQ/RS = 4/6 e como 2/3 = 4/6, segue a existéncia de
uma propor¢ao entre esses quatro segmentos de reta. Isto nos con-
duz a defini¢do de segmentos proporcionais.

Diremos que quatro segmentos de reta, AB, BC, CD e DE,
nesta ordem, sdo proporcionais se: AB/BC = CD/DE

Os segmentos AB e DE sdo os segmentos extremos e os seg-
mentos BC e CD sdo os segmentos meios.

A proporcionalidade acima ¢é garantida pelo fato que existe
uma propor¢ao entre os nimeros reais que representam as medidas
dos segmentos:

Propriedade Fundamental das proporcdes: Numa propor-
¢do de segmentos, o produto das medidas dos segmentos meios é
igual ao produto das medidas dos segmentos extremos. m(AB) -
m(DE) = m(BC) - m(CD)

NONA, Didatismo e Conhecimento

Feixe de Retas Paralelas

Um conjunto de trés ou mais retas paralelas num plano € cha-
mado feixe de retas paralelas. A reta que intercepta as retas do
feixe é chamada de reta transversal. As retas A, B, C e D que apa-
recem no desenho anexado, formam um feixe de retas paralelas
enquanto que as retas S e T sdo retas transversais.

T

SV A
\ s
\ ¢
D

\

Teorema de Tales: Um feixe de retas paralelas determina so-
bre duas transversais quaisquer, segmentos proporcionais. A figura
abaixo representa uma situacdo onde aparece um feixe de trés retas
paralelas cortadas por duas retas transversais.

Al \p

8| \e

d N\

A1

Identificamos na sequéncia algumas proporgoes:

AB/BC = DE/EF
BC/AB = EF/DE
AB/DE = BC/EF
DE/AB = EF/BC

Exemplo

Consideremos a figura ao lado com um feixe de retas parale-
las, sendo as medidas dos segmentos indicadas em centimetros.

Assim:
BC/AB = EF/DE

AB/DE = BC/EF
DE/AB = EF/BC
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Observamos que uma propor¢ao pode ser formulada de varias
maneiras. Se um dos segmentos do feixe de paralelas for desco-
nhecido, a sua dimensao pode ser determinada com o uso de razdes
proporcionais.

Exercicio

Nos exercicios de 1 a 3, utilize Teorema de Tales para deter-
minar o que se pede a respeito da situagdo ilustrada pela imagem
a seguir:

As retas DE e BC sao paralelas.

Exercicio 1: Considerando a figura acima, determine o com-
primento_do segmento AD , supondo que DB = 5cm, EC =
10cme AE =8cm.

Exercicio 2: Determine AD @ , supondo que na figura ao
lado AB =26cm, AE =8cme EC=5cm

___ Exercicio 3: Determine AD e DB, supondo que AB = 27cm,
AE =10cme AC = 18cm

Do exercicio 4 até o exercicio 7, utilize Teorema de Tales para

determinar o que se pede a respeito da situacdo ilustrada pela se-
guinte imagem:

NONA, Didatismo e Conhecimento

cl\F

O\
r[ ¢

As retas AD, BE e CF sdo paralelas.

Exercicio 4: Determine AB , supondo que BC =10cm, DE
=18cme EF =20cm

__ Exercicio 5: Determine AB e BC supondo que AC =30cm,
DE =8cme EF =7cm.

Exercicio 6: Determine a medida de AB, supondo que AC =
20cm, DF =30cm e que EF ¢ 4cm maior que BC .

Exercicio 7: Determine AC supondo que DE - 12cm, EF
=8cm e que AB ¢ 3¢m maior que BC .

___Exercicio 8: Considere um tridngulo A ABC tal que AB =5,
BC =6¢ CA =7. Desenhe sobre o segmento BC um ponto M
tal que BM . A reta paralelaa AC que passa por M encontra BA

no ponto N. Calcule BN , AN e MN .

Respostas:

01- AD=4cm

02- 8 e 18 respectivamente.

03- 15 e 12 respectivamente.

04- 09cm

05- 16 e 14 respectivamente.

06- 12cm

07- 15cm

08-10/3 , 5/3 e 14/3 respectivamente.
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1.9 TRIGONOMETRIA: ARCOS E
ANGULOS, VALORES DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS DE ARCOS
NOTAVEIS, FORMULAS DE ADICAO,
SUBTRACAO, DUPLICACAO E
EBISSECCAO DE ARCOS, RESOLUCAO
DE TRIANGULOS.

Trigonometria no Tridingulo Retingulo
Razdes Trigonométricas no Tridngulo Retingulo

Definiremos algumas relagdes e nimeros obtidos a partir dos
lados de triangulos retangulos. Antes, porém, precisamos rever al-
gumas de suas propriedades.

Afig. 1 apresenta um tridngulo onde um de seus angulos inter-
nos é reto (de medida 90° ou Z rad), o que nos permite classifica-lo
como um triangulo retangulo:

C

figura 1

Lembremo-nos de que, qualquer que seja o tridngulo, a soma
dos seus trés angulos internos vale 180°. Logo, a respeito do trian-
gulo ABC apresentado, dizemos que:

o+ B+90° =180° = o+ = 90°

Com isso, podemos concluir:

- Que os angulos a e  sdo complementares, isto ¢, sdo angulos
cujas medidas somam 90°;

- Uma vez que sdo complementares ambos terdo medida in-
ferior a 90°.

Portanto, dizemos que todo tridngulo retdngulo tem um angu-
lo interno reto e dois agudos, complementares entre si.

De acordo com a figura, reconhecemos nos lados b e ¢ os ca-
tetos do triangulo retangulo e em a sua hipotenusa.

Lembremo-nos de que a hipotenusa sera sempre o lado opos-
to ao angulo reto em, ainda, o lado maior do triangulo. Podemos
relaciona-los através do Teorema de Pitagoras, o qual enuncia que
o quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo ¢ igual
a soma dos quadrados sobre os catetos (sic) ou, em linguajar mo-
derno, “a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da
hipotenusa de um triangulo retdngulo”.

Aplicado ao nosso tridngulo, e escrito em linguagem matema-
tica, o teorema seria expresso como segue:

a?=b?+c?

NONA, Didatismo e Conhecimento

Seno, Co-seno e Tangente de um Angulo Agudo

A fig. 2 ilustra um tridngulo retangulo conhecido como tridn-
gulo pitagorico, classificagdo devida ao fato de que, segundo a tra-
di¢do grega, através dele Pitagoras enunciou seu Teorema.

C

p

w

\0.

De fato, as medidas de seus lados (3, 4 ¢ 5 unidades de com-
primento) satisfazem a sentenga 5*= 32+ 42,

Apesar de nos apoiarmos particularmente no triangulo pitago-
rico, as relagdes que iremos definir sdo validas para todo e qual-
quer triangulo retangulo. Apenas queremos, dessa forma, obter
alguns resultados que serdo comparados adiante.

Definimos seno, co-seno e tangente de um angulo agudo de
um tridngulo retangulo pelas relagdes apresentadas no quadro a
seguir:

Seno do angulo = cateto - oposto - ao - dngulo

hipotenusa

cateto - adjacente - ao - dngulo

Co-seno do angulo =
hipotenusa

Tangente do angulo = _ €4teto-oposto-ao- angulo

cateto - adjacente - ao- dngulo

A partir dessas defini¢des, o calculo de seno, co-seno e tangen-
te do angulo a, por exemplo, nos fornecerao os seguintes valores:

sen o, = §=0,6
5

cos o = iZO,S
5

tga= =075
4

Ao que acabamos de ver, aliemos um conhecimento adquirido
da Geometria. Ela nos ensina que dois tridngulos de lados propor-
cionais sdo semelhantes.

Se multiplicarmos, entdo, os comprimentos dos lados de nos-
so tridngulo pitagorico semelhante, com os novos lados (6, ,8 ¢ 10)
igualmente satisfazendo o Teorema de Pitagoras.

Na fig. 3, apresentamos o resultado dessa operacdo, em que
mostramos o tridngulo ABC, ja conhecido na fig. 1 e 4,BC,.
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C
5" B
C 6
5 [373
o= R 1 Ea,

Observemos que os angulos o e  permanecem sendo os angu-
los agudos internos do tridngulo recém-construido.

Lancando Mao das medidas dos novos lados A,B,BCieA,C,
(respectivamente 8, 10 e 6 unidades de comprimento), calculemos,
para o angulo a, os valores de seno, co-seno e tangente:

sen o, = E=0,6
10
cos o= i:O,S
10
tga=20=075
8

Nosso intuito, na repeticdo dessas operagdes, ¢ mostrar que,
ndo importando se o tridngulo PE maior ou menor, as relagoes defi-
nidas como seno, co-seno e tangente tém, individualmente, valores
constantes, desde que calculados para os mesmo angulos.

Em outras palavras, seno, co-seno e tangente sao fungdes ape-
nas dos angulos internos do tridangulo, e ndo de seus lados.

Outras Razées Trigonométricas — Co-tangente, Secante e
Co-secante

Além das razdes com que trabalhamos até aqui, sao definidas
a co-tangente, secante e co-secante de um angulo agudo de trian-
gulo retangulo através de relagdes entre seus lados, como defini-
mos no quadro a seguir:

cot do angulo = Cateto- adjacente-ao- angulo

cateto - oposto - ao - dngulo

sec do angulo = hipotenusa

cateto - adjacente - ao - dngulo

hipotenusa

cosec do angulo =

Por exemplo, para omfetridnpolsoratangiigude lados 3, 4 ¢ 5
unidades de comprimento, como exibido na fig. 6, teriamos, para
o angulo a,

cotg o= 4
3

sec o = 3

cosec a= 2

NONA, Didatismo e Conhecimento

p
5
P 3
a
B 4 A
fig.6

Seno, Co-seno, Tangente e Co-tangente de Angulos Com-
plementares

Ja foi visto que em todo tridngulo retangulo os angulos agudos
sdo complementares.

\a o
B c A

o+ =90

Sabemos ainda que:

b c
sen o= — sen p=—
a a
c b
cos o= — cosp=—
a a
t b tg B ¢
g a=— gh = —
c b
c b
cotga= — cotgp=—
b c

Verifica-se facilmente que:

sen o = cos f3; cos o = sen f;
tg o = cotg B; cotg o = tg B.

Exemplo
Um triangulo retdngulo tem catetos cujas medidas sdo 5 cm

e 12 cm. Determine o valor de seno, co-seno e tangente dos seus
angulos agudos.

5cm

B 12cm
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Resolucao

Para respondermos ao que se pede, necessitaremos do com-
primento da hipotenusa do tridngulo. Aplicando o Teorema de Pi-
tagoras, temos que:

ad=b+ct—a=5+122=169

Logo, a =13 cm. Assim, obtemos para seno, co-seno e tangen-
te dos angulos da Figura, os seguintes valores:

5 12 5
senot = —econtl = —o1gll = —
13 13 12

12 5 12

= — =—0e0f = —
senf3 T e conf T o igf s

Angulos Notaveis
Seno, Co-seno e Tangente dos Angulos Notaveis

Uma vez definidos os conceitos de seno, co-seno e tangente
de angulos agudos internos a um tridngulo retangulo, passaremos
a determinar seus valores para angulos de grande utilizagdo em
diversas atividades profissionais e encontrados facilmente em si-
tuagoes cotidianas.

Por exemplo, na Mecanica, demonstra-se que o angulo de lan-
¢amento, tomado com relacdo a horizontal, para o qual se obtém
0 maximo alcance com uma mesma velocidade de tiro, € de 45
uma colméia ¢é constituida, interiormente, de hexagonos regulares,
que por sua vez, sao divisiveis, cada um, em seis tridngulos equila-
teros, cujos angulos internos medem 60°; facilmente encontram-se
coberturas de casas, de regides tropicais, onde nao ha neve, com
angulo de inclinacao definido nos 30°, etc.

Vamos selecionar, portanto, figuras planas em que possamos
delimitar angulo com as medidas citadas (30°, 45° ¢ 60°). Para isso,
passaremos a trabalhar com o quadrado e o tridangulo equilatero.

Observemos, na figura 4 e na figura 5, que a diagonal de um
quadrado divide angulos internos opostos, que sao retos, em duas
partes de 45 + o+, e que o segmento que define a bissetriz (e altura)
de um angulo interno do tridngulo equilatero permite-nos reconhe-
cer, em qualquer das metades em que este ¢ dividido, angulos de
medidas 30° e 60°.

12
Figura 5

Figura 4

Primeiramente, vamos calcular os comprimentos da diagonal
do quadrado (identificado na figura 4 por d) ¢ a altura 4, do trian-
gulo equilatero (figura 5).

NONA, Didatismo e Conhecimento

Uma vez que as regides sombreadas nas figuras sdo tridngulos
retangulos, podemos aplicar o teorema de Pitagoras para cada um
deles.

Para o meio-quadrado, temos que:
D’=+d—>d=2.a
sd=a\2

Quanto ao triangulo equilatero, podemos escrever o seguinte:

2 2 2
lzz(%j +h2:>h2=12—l—:>h2=1::.h=£

4 2
Sabemos, agora, que o tridngulo hachurado no interior do qua-
drado tem catetos de medida a e hipotenusa a ~/2 . Para o outro
triangulo sombreado, teremos catetos e medidas 1 elﬁ , enquanto
sua hipotenusa tem comprimento /. 2 2
Passemos, agora, ao calculo de seno, co-seno e tangente dos
angulos de 30°m 45° e 60°.

Seno, Co-seno e Tangente de 30° e 60°.

Tomando por base o tridngulo equilatero da figura 5, e conhe-
cendo as medidas de seus lados, temos:

l
sen 30°= 2:1_1;1
I 21 2
W3
cos 30":EZL:£
[ [ 2
LA
g30=2_ o L 2 13 _\3
h W3 23=43'V3 3
2
W3
sen60°=ﬁ=L=£
l 1 2
!
00560“2121.1:1
I 21 2
W3
woo=h_ 2 _32_ g
L2
2 2

Seno, Co-seno e Tangente de 45°

A parti\r/_do quadrado representado na figura 4, de lado a e
diagonal a+/2 , podemos calcular:
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senas= 89 _ 1 N2 _~2
d a2 22 2
_a a 1 V2 2
cos 45°= —= = ===
d a2 2'\2 2
1g45°=2=1

a

Os resultados que obtivemos nos permitem definir, a seguir,
uma tabela de valores de seno, co-seno e tangente dos angulos
notaveis, que nos serd extremamente Util.

30° 45° 60°
sen 1 \/5 \/5
PR e
R
2 2| 2
¢ B 3
3

Identidades Trigonométricas

E comum a necessidade de obtermos uma razo trigonométri-
ca, para um angulo, a partir de outra razao cujo valor seja conheci-
do, ou mesmo simplificar expressdes extensas envolvendo varias
relagdes trigonométricas para um mesmo angulo.

Nesses casos, as identidades trigonométricas que iremos de-
duzir neste topico sdo ferramentas de grande aplicabilidade.

Antes de demonstra-las, ¢ necessario que definamos o que
vem a ser uma identidade.

Identidade em uma ou mais variaveis ¢ toda igualdade ver-
dadeira para quaisquer valores a elas atribuidos, desde que verifi-
quem as condi¢des de existéncia de expressao.

Por exemplo, a igualdade x+-= 22: ¢ uma identidade em x,
pois ¢é verdadeira para todo x real, desde q x#0 (divisao por zero ¢
indeterminado ou inexistente).

&
B
Fig. A a b
o .
B c A

Vamos verificar agora como se relacionam as razoes trigono-
métricas que ja estudamos. Para isso, faremos uso do tridngulo
ABC apresentado na figura A, retangulo em A4.

Aplicando as medidas de seus lados no teorema de Pitagoras,
obtemos a seguinte igualdade:

b+c=a

NONA, Didatismo e Conhecimento

Dividindo os seus membros por a2, ndo alteraremos a igualda-
de. Assim, teremos:

2 2

b ¢ a b c

- + = S|—| + - =1

a a a a a

Observemos que as fragdes entre parénteses podem definir,
com relag@o ao nosso triangulo, que:

sen’a, + cos’a = 1 e cos’p+sen’ =1

Podemos afirma, portanto, que a soma dos quadrados de seno
e co-seno de um angulo x ¢ igual a unidade, ou seja:

Sen’x + cos’x =1

Expliquemos o significado da particula co, que inicia 0 nome
das relagdes co-seno, cotangente e co-secante. Ela foi introduzida
por Edmund Gunter, em 1620, querendo indicar a razdo trigono-
métrica do complemento. Por exemplo, co-seno de 22° tem valor
idéntico ao seno de 68° (complementar de 22°)

Assim, as relagdes co-seno, co-tangente e co-secante de um
angulo indicam, respectivamente, seno, tangente e secante do
complemento desse angulo.

Assim, indicando seno, tangente e secante simplesmente pelo
nome de razdo, podemos dizer que:

co-razao x = razao (90° —x)

Facilmente podemos concluir, com base no triangulo apresen-
tado na figura A, que:

sen o=cos P

tg a=cotg B
sec a=cossec

sen f=cos o

tg f=cotg a
sec f=cossec a

Fagamos outro desenvolvimento. Tomemos um dos angulos
agudos do tridangulo ABC, da figura A. Por exemplo, a. Dividindo-

S€ S€n a por cos a, obtemos:

sena _ q ba b

cosf € ac c

De forma gnaloga, o leitor obtera o mesmo resultado se tomar
o angulo B. Dizemos, portanto, que, para um angulo x, tal que cds
x#0,

sen x
g x=——
cos X

Podemos observar, também, que a razdo 2, que representa tg
0, se invertida (passando a <), vem a constituir cotg o. Em virtude
disso, e aproveitando a identidade enunciada anteriormente, pode-
mos dizer que, para todo angulo x de seno nao-nulo:

cotgx = Lz cos x

t1gx sen x

Tais inversdes ocorrem também ¢ se tratando das relagdes
seno, co-seno, secante e co-secante. Vejamos que:
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a
sena=; Coso =

sec o =

m
ala &0

a
cosec 00 =—
b

Teriamos encontrado inversdes semelhantes se utilizdssemos
o angulo f.
Dizemos, assim, que, para um dado angulo x,

1

COoX X
COoS€C x =

SeC x =

sen x

Desde que seja respeitada a condigdo de os denominadores
dos segundos membros dessas identidades nao serem nulos.

Exercicios

1. Sabe-se que, em qualquer tridngulo retingulo, a medida
da mediana relativa a hipotenusa é igual a metade da medida
da hipotenusa. Se um tridngulo retangulo tem catetos medindo
Scm e 2cm, calcule a representacio decimal da medida da me-
diana relativa a hipotenusa nesse tridngulo.

2. Um quadrado e um triangulo equilitero t€m o mesmo
perimetro. Sendo h a medida da altura do tridngulo e d a medida da
diagonal do quadrado. Determine o valor da razao h/d.

L2

L1 L1
L2 d L2

L2 L1

3. As raizes da equacio x* - 14x + 48 = () expressam em cen-
timetros as medidas dos catetos de um tridngulo retingulo. De-
termine a medida da hipotenusa e o perimetro desse triangulo.

4. Seja o triangulo ABC, mostrado na figura, onde a = 20,
b =102 e B = 30. Calcular o raio do circulo circunscrito e o
angulo C.

5. Os lados adjacentes de um paralelogramo medem
1388m e 2526m e o dngulo formado entre estes lados mede
54,42°. Determinar o comprimento da maior diagonal desse
quadrilatero.

NONA, Didatismo e Conhecimento

6. Os lados de um triangulo sio 3, 4 ¢ 6. O cosseno do
maior angulo interno desse triingulo vale:

a)ll/24

b)-11/24

c)3/8

d)-3/8

e)-3/10

7. Se x e y sdao dois arcos complementares, entdo podemos
afirmar que A = (cosx - cosy)’+ (senx + seny)’ ¢ igual a:

a)l

b) %2

c) 3/2

d1

e)2

8. Calcule sen 2x sabendo-se que tg x + cotg x = 3.

9. Qual o dominio e o conjunto imagem da funcio y = ar-
csen 4x?

10. Calcule o triplo do quadrado do coseno de um arco
cujo quadrado da tangente vale 2.

Respostas
1) Solugao:
h*=5"+2’
R =25+4
h* =29
h=+29
mediana = ? = 5’238 =2.,69

NovnQ
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2) Solugéo: 4) Solugdo:
Pela Lei dos senos, b=2R . sen(B), logo 10v2 =2R. sen(30)
4L =3L e desse modo R = 10v2 .
2 ! Como a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ igual a
L = 3 L 180°, calcularemos o angulo A.
2 gt Pela Lei dos Senos, b . sem (A) =a . sen(B), de onde segue que
d* = L 2+L2 2 10«/5 .sem(A) =20 . sen(30), assim, sem (A) = \/54
d*=2L,’ Como A ¢ um dos angulos do tridngulo entdo A =45° ou A =
135°.
d= LZ\/E Como B =30°, da relagdo A + B + C = 180°, segue que A+ C
d= EL 2 = 150° e temos duas possibilidades:
4 1LA=45°¢ C=105°
, (L 2 , 2.A=135°e C=15"
Ll = (?) +h N
5) Solugao:
) , L 2 No triangulo ABC, A + C = 54,42°, entdo: B = 180° - 54,42°
=L =125,58°
s A lei dos cossenos:
W= AL L~ b?=a?+ ¢?- 2ac cos(B)
4
W= 3L,° garante que:
31 - b2 = (1388)* + (2526)* - 2(1388)(2526) cos(125,58°)
— 1
h= 4 Assim, b = 3519,5433 ¢ entdo garantimos que a maior dia-
, L NG gonal do paralelogramo mede aproximadamente 3519,54 metros.
2 6) Resposta “B”.
L NE) Solugdo: Sabemos que num tridngulo, ao maior lado opde-se o
h ) L3 y 4 43 y 2 4ade e maiio‘ri ér;gulo. Logo, o maiorlénglhlo selré a(tiquele oposto ao lado de
o= = = T T T, T 1 medida 6. Teremos entdo, aplicando a lei dos cossenos:
d 3L1«/§ 2 3141\/E 62 V2 12 3 6°=32+42-2.3.4.cosb\36-9-16=-24 .cosb\cosb=
4 - 11/ 24 e, portanto, a alternativa correta ¢ a letra B.
3) Solugao:
2 14x+48=0 Lembrete: TC - Teorema dos cossenos: Em todo tridangulo, o
quadrado de um lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois,
14 +,/(-14)2—-4.148 menos o dobro do produto desses lados pelo cosseno do angulo
X= 21 que eles formam.
x= 142196192 7) Resposta “E”.
2 Solugdo: Desenvolvendo os quadrados, vem:
14+2 A=cos’x -2 .cosx.cosy + cos’y +sen’ x +2 . senx . seny
AN +sen’y
1442 . : 5 )
X, = =8 Organizando convenientemente a expressao, vem:
2 A= (cos’x +sen’*x) + (sen’ y + cos’ y) - 2. cosx . cosy + 2 .
x2—14_2—6 senx . seny
T2 T A=1+1-2.cosx.cosy+2.senx.seny
B =62+82 A=2-2.cosx.cosy+2.senx.seny
Como os arcos sdo complementares, isto significa que x +y =
h*> =36+64 90°\ 'y =90° - x.
12 =100 Substituindo, vem:
A=2-2.cosx.cos(90°-x)+2.senx .sen(90° - x)
h= x/@ Mas, cos(90° - x) = senx e sen(90° - x) = cosx, pois sabemos
h=10cm que o seno de um arco ¢ igual ao cosseno do seu complemento e o

cosseno de um arco ¢ igual ao seno do seu complemento.
P=6+8+10=24cm

NONA, Didatismo e Conhecimento "Oun

APOSTILAS PARA CONCURSOS PUBLICOS




Logo, substituindo, fica:

A=2-2.cosx.senx + 2 .senx . cosx

A =2 + (2senxcosx - 2senxcosx) =2 + 0 =2, e portanto a
alternativa correta ¢ a letra E.

8) Solugao:
Escrevendo a tgx e cotgx em fungdo de senx e cosx , vem:
2 2
senx CoSXx sen“x+cos” x 1
+ =3. =3 =3
COSX  senx Senxcosx SEeNnXconx

Dai, vem: 1 =3 . senx . cosx \ senx . cosx = 1/ 3. Ora, sabe-
mos que sen 2x =2 . senx . cosx € portanto senx . cosx = (sen 2x)
/2, que substituindo vem:

(sen 2x)/2=1/3 e, portanto, sen 2x =2/ 3.

9. Solugao:

Podemos escrever: 4x = seny. Dai, vem:

Parax: -1 £4x £ 1P -1/4 £ x £ 1/4. Portanto, Dominio =D =
[-1/4, 1/4].

Para y: Da definigdo vista acima, deveremos ter
pREYELED/2.

Resposta: D=[-1/4,1/4] e Im=[-p /2, p /2].

10) Solugao:
Seja x 0 arco. Teremos:
tg?x =2

Desejamos calcular 3.cos’x, ou seja, o triplo do quadrado do
coseno do arco.
Sabemos da Trigonometria que: 1 + tg?x = sec’x

Portanto, substituindo, vem: 1 + 2 = sec’x =3

Como sabemos que:

secx = 1/cosx , quadrando ambos os membros vem:

sec’x = 1/ cos?x \ cos’x = 1/sec’x = 1/3 \ 3cos’x = 3(1/3) =1

Portanto, o triplo do quadrado do coseno do arco cuja tangente
vale 2, ¢ igual a unidade.

Resposta: 1

1.10 GEOMETRIA ANALITICA:
COORDENADAS CARTESIANAS NO
PLANO, DISTANCIA ENTRE DOIS
PONTOS, EQUACAO DA RETA, RETAS
PARALELAS E PERPENDICULARES,
DISTANCIA ENTRE UM PONTO

E UMA RETA.

A Geometria Analitica ¢ a parte da Matematica que trata de
resolver problemas cujo enunciado ¢ geométrico, empregando
processos algébricos.

Criada por René Descartes (1596-1650), a Geometria Analitica
contribui para a visdo moderna da Matematica como um todo,
substituindo assim a visao parcelada das chamadas “matematicas”,
que colocava em compartilhamentos separados Geometria,
Algebra e Trigonometria.
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Essa integracdo da Geometria com Algebra ¢ muito rica em
seus resultados, propriedades e interpretacdes. Sdo inimeras as
aplicacdes da Geometria Analitica nas Ciéncias e na Técnica.

1- Abscissa de um ponto

Considere-se uma reta r. Sobre ela, marque-se um ponto O
arbitrario, que chamaremos de origem, e seja adotada uma unidade
(u) de comprimento com a qual serio medidos os segmentos
contidos na reta r.

9. L
-
u b . L3 N\
Tome-se na reta r os pontos P a direita de O e P” a esquerda de

0, tais que, relativamente a (u), os segmentos ¢ tenham a mesma
medida m.

m m

O sentido de O para P sera considerado positivo e indicado
por uma ponta de seta. Assim associa-se ao ponto P o numero real
positivo m e ao ponto P’, o numero —m.

PLm) O P(m) ]

Dessa forma, associa-se a cada ponto da reta r um tnico nimero
real, que sera denominado abscissa (ou coordenada) do ponto; a
abscissa € positiva se, a partir da origem, o ponto for marcado no
sentido positivo, e é negativa em caso contrario.

-2 3
A(3): ponto A de abscissa 3
B (-2): ponto B de abscissa -2

O conjunto {reta, origem, unidade, sentido} serd chamado
eixo.

Notas

1) A abscissa da origem ¢é o numero real 0 (zero).

2) Cada ponto de um eixo possui uma unica abscissa, €
reciprocamente para cada abscissa existe um Unico ponto do eixo.

3) Costuma-se indicar pela letra x a abscissa de um ponto.

Exemplo 1
Marcar sobre o eixo x, representado abaixo, os pontos A(2),
B(-3)e c(%)

0 1
[ [ | | | | X
T T T T T T T T
Resolucgao
-3 0 %1 2 X
e
B C A

2- Segmento Orientado

Dado um segmento de reta AB, é possivel associar a ele o
sentido de A para B ou o sentido de B para A. adotando-se, por
exemplo, o sentido de A para B, tem-se o segmento orientado AB

de origem A e extremidade B.
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AB
A B

3- Medida Algébrica

—
Considere-se sobre um eixo r um segmento orientado AB.
r

A B

A medida algébrica de AB, que sera indicada por AB, é
definida pelo nimero X, — X, onde X, e X, sdo respectivamente
as abscissas de B e de A.

Assim:
AB = Xg — X,
Exemplo 2
a)AQ) | 45 = - -
B(m)]»AB =Xg—X,=10-3=7
b) A(1)

5(8)} AB=Xg-X,=1-8=7

Observacgoes

1) Quando o sentido de AB ¢ 0 mesmo do eixo, a medida
algébrica AB ¢ ¢ positiva; em caso contrario, ¢ negativa. Nessas
condigdes, se AB tem medida algébrica positiva, entdo BA tem
medida algébrica negativa.

2) O comprimento d de um segmento orientado AB é o
modulo (valor absoluto) da medida algébrica de AB ou seja, IABI

Em simbolos:

d=|AB|=[X,-X,]

Exemplo 3

a) O comprimento do segmento orientado AB, dados A(2) e
B(11) ¢
|AB| = X, - X,| = [11 -2[= 9] =

b) O comprimento do segmento orientado BA, dados AQ3) e
B@®) ¢
|AB| = |XB—XA| =13-8|=|-5|=5

Exemplo 4

Na figura abaixo, os pontos A, B e C estdo sobre o eixo x de
origem O.
A (0] C B

4 -3 -2 A 0 1 2 3 4

x

Calcular:

a) AC

b) BO
AB

c) =

BC

NONA, Didatismo e Conhecimento

Resolugio

Da figura, tem-se X, =-3, X, =4 e X.= 2.
Assim,

a)AC=X.-X,=2-(-3)=5

b)go =X, ~X,=0-4=-4

AB_ Xg—X, 4—(-3)

7
BC Xc—Xg 2-4 2

Exemplo 5

Dados os pontos A(1) e B(9), determinar o ponto C tal que
AC =3 x CB.

Resolugdo
Seja X .. a abscisssa do ponto C:
R:3XEZ)XC_XA:3(XB_X(:)

Substituindo-se as coordenadas dos pontos:
X.—1=30-XCO)IX.=7
Resposta: C(7).

Exemplo 6

Dado o ponto A(3), determinar um ponto B que diste 5
unidades do ponto A.

Resolucgao

Seja XB a abscissa de B. Tem-se: |AB| = 5, ou seja, [X, - X |
=5

7 X,-3=5>XB=8
Entao |XB-3|=5 ou

N X,-3=-5>XB=-2
De fato, existem dois pontos B que distam 5 unidades de A:
1 0 12 3 456 7 8

A B

| |

T 1

K 18

5 5
Resposta: B(8) ou B(-2).

4- Ponto Médio

Considerem-se jos pontos A(X,) e B(X,). Sendo M(X,)) o
ponto médio de AB (ou de BA), tem-se:

Xp +Xp
M=o
De fato,
o : o
A B B

NovnQ
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AM = MB
Xu—Xa=Xp—Xuy
2XM=XA +XB
XM:XA+XB

2

__, Portanto, a abscissa do ponto médio M do segmento AB (ou de
BA) ¢ a média aritmética das abscissas de A e de B.

Exemplo 7

Determinar o ponto médio M do segmento ﬁ, nos seguintes
Casos:
a) A(1) e B(7)

Resolugdo
Xa+X 1+7
Xy = 2atke

= —= 4-
2 2
Resposta: M(4).

b) A(-3) e B(15)

Resolucdo

_ XatXp _ —3+15 _
Xn==%"=—7% =

Resposta: M(6).

6

c)A(-1) e B(-12)

Resolucio
y = XatXp _ 1412 13
M= = 2 -2

Resposta: M<_ %)

Exemplo 8

Dados os pontos A(1) e B(16), obter os pontos que dividem o
segmento AB em trés partes congruentes.

Resolugdo
Considere-se a figura abaixo, onde R e S sdo os pontos pedidos.

1 16

A R S B
Como AR, RS e SB sio iguais, pode-se escrever AR = 2 SB, ou
seja,
X —X, = 2(X, — Xs)
X~ 1=2(16- X)) =~ X, =11

Sendo R o ponto médio de AS, vem:

Xo+As 1411
M=—m—="7 -~

Resposta: R(6) e S(11).

6

Sistema Cartesiano

1- Coordenadas de um ponto

NONA, Didatismo e Conhecimento

Sejam x e y dois eixos perpendiculares entre si e com origem O
comum, conforme a figura abaixo. Nessas condigdes, diz-se que x
¢ y formam um sistema cartesiano retangular (ou ortogonal), e
o0 plano por eles determinado ¢ chamado plano cartesiano.

Eixo x (ou Ox): eixo das abscissas

Eixo y (ou Ou): eixo das ordenadas

O: origem do sistema
y

A cada ponto P do plano corresponderdo dois niimeros: a
(abscissa) e b (ordenada), associados as projeg¢oes ortogonais de P
sobre 0 eixo x e sobre o eixo y, respectivamente.

Assim, o ponto P tem coordenadas a e b e serd indicado
analiticamente pelo par ordenado (a, b).

y
b3 77777777777 ‘,P
0 a

Exemplo 1

Os pontos, no sistema cartesiano abaixo, tém suas coordenadas
escritas ao lado da figura.

A(3,2)
B (0,2)
C(-3,2)
D (-3, 0)
E(-3,-2)
F(0,-2)
G@3,-2)
H(3,0)
0 (0, 0)

NovnQ
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y
Cup B
_;:5, 2 17T 1 2 i{’, X
———
D _10__ 'H
E b—————————_2-— b—l—: —————————— ] G
Nota

Neste estudo, sera utilizado somente o sistema cartesiano
retangular, que se chamara simplesmente sistema cartesiano.

Observacoes

1) Os eixos x ¢ y dividem o plano cartesiano em quatro regides
ou quadrantes (Q), que sdo numeradas, como na figura abaixo.

2°Q 1°Q

3°Q 4°Q

2) Neste curso, a reta suporte das bissetrizes do 1° e 3°
quadrantes sera chamada bissetriz dos quandrantes imapares e
indica-se por b..a do 2° ¢ 4° quadrantes serd chamado bissetriz dos
quadrantes pares ¢ indica-se por b .

y

2- Propriedades

1) Todo ponto P(a, b) do 1° quadrante tem abscissa positiva (a
> () e ordenada positiva (b > 0) e reciprocamente.

P(a,b)€E1°Q&ea>0eb>0

Assim P(3,2) € 1°Q

NONA, Didatismo e Conhecimento

2) Todo ponto P(a, b) do 2° quadrante tem abscissa negativa (a
< 0) e ordenada positiva (B > 0) e reciprocamente.

P(a,b)€E2°Q&a<0eb>0
Assim P(-3, 2) € 2° quadrante

y

-3 0

3) Todo ponto P(a, b) do 3° quadrante tem abscissa negativa (a
< 0) e ordenada negativa (b < 0) e reciprocamente.

P(a,b)€E3°Q&ea<0eb<0

Assim P(-3,-2) €3°Q

4) Todo ponto P(a, b) do 4° quadrante tem abscissa positiva (a
> () e ordenada negativa (B < 0) e reciprocamente.

P(a,b)€4°Qe=a>0eb<0

Assim P(3,-2) €4°Q

NovnQ
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5) Todo eixo das abscissas tem ordenada nula e reciprocamente.
P(a,b)EO0Ox©b=0
Assim P(3, 0) € Ox

y

6) Todo ponto do eixo das ordenadas tem abscissa nula e
reciprocamente.

P(a,b)€EOy = a=0
Assim P(0, 3) € Oy

y
3¢P

7) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes impares tem
abscissa e ordenada iguais (a = b) e reciprocamente.

P(a,b)€b,&a=b

Assim P(-2, -2) € b,

NONA, Didatismo e Conhecimento

y

-2 0 X

8) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes pares tem
abscissa e ordenada opostas (a = -b) e reciprocamente.

P(a,b)Ebpﬁa:—b

Assim P(-2,2) Eb,

y
P 2
X
-2 0
Exemplo 2

Obter a, sabendo-se que o ponto A(4, 3* -6) esta no eixo das
abscissas.

Resolucio
A€EOx=3a-6=0."a=2
Resposta: 2.

Exemplo 3

Obter m, sabendo-se que o ponto M(2m — 1, m + 3) esta na
bissetriz dos quadrantes impares.

Resolugio

MEb =2m-1=m+3 . m=4
Resposta: 4.

3- Ponto Médio

Considerem-se os pontoa A(x,, y,) ¢ B(x,, y,). Sendo M(x,,
y,) 0 ponto médio de AB (ou BA), tem-se:

+ .
= yAZ—yB, ou seja,

NovnQ
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o ponto médio ¢ dado por:

Xp tXp YA+YB)
M= (2B IATJE
( 2 2

B (vs)

M” (yu)

A" (Ya)

0 A(ya) M (yw) B’ (ys)

De fato: .
Se M ¢ o ponto médio de AB (ou BA), pelo teorema de Tales,
para o eixo x pode-se escrever:

A'M' = M'B’
XM — XA = XB — XM
2XyM = Xp + Xp

_ XpA+XB
XM = _2

Analogicamente, para o eixo y, tem-se

_YatVys

Ym 2

Portanto, as coordenadas do ponto médio M do segmento AB
(ou BA) sdo respectivamente as médias das abscissas de Ae B e
das ordenadas de A e B.

Exemplo 4

Obter o ponto médio M do segmento ﬁ, sendo dados: A(-1,
3)e B(0, 1).

Resolugdo
_XA+xB__1+0_ 1
MET T T T T3 .
ow(-2e)
Yy typ 3+1
i R

1
Resposta: M (— > 2).
4 — Baricentro
Seja o tridngulo ABC de vértices A(x,, y,), B(x,, y,) € C(X.

y.)- sendo G(x, y,;) 0 baricentro (ponto de encontro das medianas)
do triangulo ABC, tem-se:

NONA, Didatismo e Conhecimento

Xe = XA +Xg+XC _ yA+YB+yC
67 3 Ye =73

ou seja, o ponto G é dado por

(XA+XB+XC YA+YB+YC>
G 3 ’ 3

0 A(Xa) Glxg)  M(xw)

De fato, considerando a mediana AM, o baricentro G ¢ tal que

Pelo Teorema de Tales, para o eixo x podemos escrever

A'G =2G'M

Xg — Xa = 2(Xy — Xg) = 3Xg = Xp + 2Xy

Xa + Xc
¢, como xy = ==——, vem
3xM:xA+2.XB—J2rXC
. Xp + Xg + X
ou seja, xg = ~——2 ¢

3

Analogamente, para o €ixo y, tem-se
_ Yat¥ptye
Yy G 3

Portanto, as coordenadas do baricentro de um tridngulo ABC
sdo, respectivamente, as médias aritméticas das abscissas de A, B
e C e das ordenadas A, B e C.

Exemplo 5

Sendo A(1, -1), B(0, 2) e C(11, 5) os vértices de um tridngulo,
obter o baricentro G desse triangulo.

Resolugio

1+0+11 —-1+2+5
ETTE T Vo=—3 =2
Logo, G(4, 2).

NovnQ
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5- Distincia Entre Dois Pontos

Considerem-se dois pontos distintos A(x,, y,) € B(x,, yp),
tais que o segmento AB ndo seja paralelo a algum dos eixos
coordenados.

Tracando-se por A e B as retas paralelas aos eixos coordenados
que se interceptam em C, tem-se o tridangulo ACB, retangulo em C.

y
B
YB
A, d
Ay
A
ya C
A
v X
0 XA Ay Xp

A distancia entre os pontos A e B qie se indica por d ¢ tal que

& = 3G+ 50
= (AX)Z + (Ay) 2
= (xg —xa)* + (yB - yA)

Portanto:

d=/(xg —xa)% + (v — ya)?

Observagoes

1) Como (x, - x,)* = (X, - X,)% a ordem escolhida para a
diferenca das abscissas nao altera o calculo de d. O mesmo ocorre
com a diferenca das ordenadas.

2) A formula para o célculo da distancia continua vélida se o
segmento AB ¢ paralelo a um dos eixos, ou ainda se os pontos A e
B coincidem, caso em que d = 0.

Exemplo 6

Calcular a distancia entre os pontos A e B, nos seguintes casos:
a)A(1, 8) e B(4, 12)

Resolucao

d=J/@-12+(12-82=v9+16=v25=5
b) A0, 2) e B(-1, -1)

Resolucao

d=J0- (DI +[2- (-D]2=vVI+9 =10

NONA, Didatismo e Conhecimento

Exemplo 7

Qual ¢ o ponto da bissetriz dos quadrantes pares cuja distancia
ao ponto A(2, 2) é4?

Resolugdo

Seja P o ponto procurado.

Como P pertence a bissetriz dos quadrantes pares (b)), pode-se
representa-lo por P(a, -a).

Sendo 4 a distancia entre A e P, tem-se

Je-a?+2- (a2 =4
Quadrando

Q-ap+@2+a)y=16

a=2
4—4a+a’+4+4a+a’=16 .. a2=4< ou
=-2

Assim se a =2, tem-se o ponto (2, -2)
se a = -2, tem-se o ponto (-2, 2)

De fato, existem dois pontos P da bissetriz dos quadrantes
pares (b ) cuja distancia ao ponto A(2, 2) ¢ 4. Observe-se a figura:

y
b
PP 2 A
0 X
2 2
2 P
Exercicios

01- Dar as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E, F ¢ G da
figura abaixo:

NovnQ
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y
1B
C
A
] D 1-LI [l ] X
b F
G
E

02- Seja o ponto A(3p — 1, p — 3) um ponto pertencente a
bissetriz dos quadrantes impares, entdo a ordenada do ponto A é:

a)0

b) -1

03- O ponto A(p — 2, 2p — 3) pertence ao eixo das ordenadas.
Obter o ponto B’ simétrico de B(3p — 1, p — 5) em relagao ao eixo
das abscissas.

04- Um triangulo equilatero de lado 6 tem um vértice no eixo
das abscissas. Determine as coordenadas do 3° vértice, sabendo
que ele estd no 4° quadrante (faga a figura).

05- A distancia entre dois pontos (2, -1) e (-1, 3) ¢ igual a:
a) zero

b) V5

c) V7

d)s

e)n.d.a.

06- Sendo A(3,1), B(4, -4) e C(-2, 2) os vértices de um
triangulo, entdo esse triangulo ¢é:

a) retangulo e ndo isdsceles.

b) retangulo e isosceles.

¢) equilatero.

d) isosceles e ndo retangulo.

e) escaleno.

07- Achar o ponto T da bissetriz dos quadrantes impares que
enxerga o segmento de extremindades A(2, 1) e B(5, 2) sob angulo

reto.

08- O paralelogramo ABCD tem lados AB, BC, CD e DA. Sendo
A(0, 0), B(4, 2) e D(8, 0), determine as coordenadas do ponto C.

Respostas

01- Resposta: A(5, 1); B(0, 3); C(-3, 2); D(-2, 0); E(-1, -4); F(0,
-2); G(4, -3).
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02- Resposta: E.

Resolugdo

Como A pertence a bissetriz dos quadrantes imapres x, =y, =
3p-1=p-3=p=1.

Logo, o ponto A(-4, -4) tem ordenada igual a -4.

03- Resposta: B’(5, 3).

Resolugdo

Se A pertence ao eixo das ordenadas, temos que p—2=0=p
=2, logo, B(5, -3).

Como B’ ¢ o simétrico de B em relagdo ao eixo das abscissas,
temos a mesma abscissa ¢ a ordenada oposta, logo, B’(5, 3) é o
ponto procurado.

04- Resposta: C(3, —3+/3).

Resolugdo 3
Lembrando que a altura do tridngulo equildtero mede ¢=-,

temos: p = £= 33 -
2

A (0, 0) B (6, 0) Y

C (3, -3V3)

05- Resposta: D

Resolugdo
Ax=2—-(-1)=3eAy=-1-3=-+4
d=/@0? + y)? = V(3?2 + (4?2
d=5

06- Resposta: D

Resolugdo

dap =B -2+ (1 +4)2=+V1+25=+26
dac =B +2?+(1-2)2 =V25+1 =26
dpc = V(@ +2)2+ (=4 -2)2 =36 + 36 = 6v2
dpc > dag = dpc ¢

2 2 2
d“gc # d”ap+d gc

Portanto, o A ABC ¢ is6sceles e ndo retangulo.

07- Resposta; T (2, 2) e T,(3, 3).
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Resolugdo IR
T e bissetriz dos quadrantes impares = T(x, X). — ANOTACOES
Se T enxerga AB sob angulo reto, entdo o tridngulo ATB ¢ -

retangulo em T. _J

= d*pp +d*p = dap

Assim:

[(x-2) + (x- 1]+ [(x =5 (x =2 ] =[(2—- 57+ (1 -2)]
X2 —Ax+4+x2-2x+ 1+ x> - 10x +25+x>—4x+4=9+1
4x>-20x+24=0

X2-5x+6=0=>x=20ux=23.

08- Resposta: C(12, 2).

Resolugdo

B (4,2) C(a, b)

A(0,0) D (8,0)

M ¢ o ponto de encontro das diagonais, portanto ponto médio
dos segmentos AC e BD. Dados B e D, temos M(6, 1) e agora temos
AeM, logo:

Xc+ X a+0
XM:CZA:>6: 2

ﬁ{a = 12, portanto, C(12, 2)
Yoty b+0 b=2

_7C B=>1_
M= )
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