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TEORIA DOS CONJUNTOS;

Conjuntos

E uma reunido, agrupamento de pessoas, seres ou ob-
jetos. Da a ideia de colecéo.

Conjuntos Primitivos

Os conceitos de conjunto, elemento e pertinéncia sao
primitivos, ou seja, ndo sdo definidos.

Um cacho de bananas, um cardume de peixes ou uma
porcao de livros sdo todos exemplos de conjuntos.

Conjuntos, como usualmente sdo concebidos, tém
elementos. Um elemento de um conjunto pode ser uma
banana, um peixe ou um livro. Convém frisar que um
conjunto pode ele mesmo ser elemento de algum outro
conjunto.

Por exemplo, uma reta é um conjunto de pontos; um
feixe de retas € um conjunto onde cada elemento (reta) é
também conjunto (de pontos).

Em geral indicaremos os conjuntos pelas letras
maiusculas A, B, C, .., X, e os elementos pelas letras
mindsculas a, b, ¢, .., X, y, .., embora ndo exista essa
obrigatoriedade.

Em Geometria, por exemplo, os pontos sdo indicados
por letras mailsculas e as retas (que sdo conjuntos de
pontos) por letras mindsculas.

Outro conceito fundamental é o de relagdo de
pertinéncia que nos da& um relacionamento entre um
elemento e um conjunto.

Se x € um elemento de um conjunto A, escreveremos
xeA
Lé-se: x é elemento de A ou x pertence a A.

Sexndo éum elemento deum conjunto A, escreveremos
XEA
Lé-se x ndo é elemento de A ou x ndo pertence a A.

Como representar um conjunto

Pela designacdo de seus elementos: Escrevemos os
elementos entre chaves, separando os por virgula.

Exemplos

- {3, 6, 7, 8} indica o conjunto formado pelos elementos
3,6,7e8.

{a; b; m} indica o conjunto constituido pelos elementos
a,bem.

{1; {2; 3}; {3}} indica o conjunto cujos elementos sdo 1,
{2; 3} e {3}.

Pela propriedade de seus elementos: Conhecida
uma propriedade P que caracteriza os elementos de um
conjunto A, este fica bem determinado.
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P termo “propriedade P que caracteriza os elementos
de um conjunto A" significa que, dado um elemento x
qualquer temos:

Assim sendo, o conjunto dos elementos x que possuem
a propriedade P é indicado por:

{x, tal que x tem a propriedade P}

Uma vez que “tal que” pode ser denotado por t.g. ou |
ou ainda :, podemos indicar o mesmo conjunto por:

{x, t.q.xtem a propriedade P} ou, ainda,

{x : x tem a propriedade P}

Exemplos

- {x, t.g.x é vogal } € o mesmo que {a, €, i, 0, u}

- {x | x € um nimero natural menor que 4 } € 0 mesmo
que {0, 1, 2, 3}

- {Xx:x em um nUumero inteiro e x2 = x } € 0 mesmo que
{0, 1}

Pelo diagrama de Venn-Euler: O diagrama de Venn-
Euler consiste em representar o conjunto através de um
“circulo” de tal forma que seus elementos e somente eles
estejam no “circulo”.

Exemplos
-SeA=1{a eI o0, u}entdo

Conjunto Vazio

Conjunto vazio é aquele que ndo possui elementos.
Representa-se pela letra do alfabeto noruegués 0 ou,
simplesmente { }.

Simbolicamente: V x, x¢ 0

Exemplos
- 0 = {x: x é um nUmero inteiro e 3x = 1}

_ 0 = {x| x & um nimero natural e 3 - x = 4}
-0={x|x#x}




Subconjunto

Sejam A e B dois conjuntos. Se todo elemento de A é
também elemento de B, dizemos que A é um subconjunto
de B ou A é a parte de B ou, ainda, A esta contido em B e
indicamos por A — B.

Simbolicamente: AcB<> (V x)(xe V = xeB)

Portanto, A & B significa que A ndo é um subconjunto
de B ou A néo é parte de B ou, ainda, A ndo esta contido
em B.

Por outro lado, A & B se, e somente se, existe, pelo
menos, um elemento de A que ndo é elemento de B.

Simbolicamente: AZ B<> (Ix)(xe A e x¢ B)

Exemplos

-{2.4} —{2,3,4),pois2 € {2,3,4ed € {2, 3,4}
-{2, 3,4y Z {2, 4}, pois 3 €{2, 4}
-{5,6} — {5, 6}, pois 5 €{5, 6} e 6 €{5, 6}

Inclusdo e pertinéncia

A definicdo de subconjunto estabelece um
relacionamento entre dois conjuntos e recebe o nome de
relacdo de inclusdo ().

A relagdo de pertinéncia (€) estabelece um
relacionamento entre um elemento e um conjunto e,
portanto, é diferente da relagdo de incluséo.

Simbolicamente

xeA &S {xpcA

XEA S {XPZA

Igualdade

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A é igual a B
e indicamos por A = B se, e somente se, A é subconjunto de
B e B é também subconjunto de A.

Simbolicamente: A =B << AcBeBcA

Demonstrar que dois conjuntos A e B sdo iguais
equivale, segundo a defini¢do, a demonstrar que A — B
eB c A

Segue da definicdo que dois conjuntos sdo iguais se, e
somente se, possuem 0s mesmos elementos.

Portanto A # B significa que A é diferente de B. Portanto
A # B se, e somente se, A ndo é subconjunto de B ou B ndo
é subconjunto de A. Simbolicamente: A # B << AZ B ou
BZA

Exemplos

-{2,4} ={4,2}, pois 2,4} < {42} e {4,2} < {2,4}. Isto nos
mostra que a ordem dos elementos de um conjunto nao
deve ser levada em consideragdo. Em outras palavras, um
conjunto fica determinado pelos elementos que o mesmo
possui e ndo pela ordem em que esses elementos sao
descritos.

- {2,224} = {24}, pois {2,224} < {24} e 24} <
{2,2,2,4}. Isto nos mostra que a repeticdo de elementos é

desnecessaria.
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- {a,a} = {a}
-{ab={a} & a=b
-{12={xy} ©x=1ley=2)ou(x=2ey=1)

Conjunto das partes

Dado um conjunto A podemos construir um novo
conjunto formado por todos os subconjuntos (partes) de A.
Esse novo conjunto chama-se conjunto dos subconjuntos
(ou das partes) de A e é indicado por P(A).

Simbolicamente: P(A)={X | X< A}ou X< P(A) < XA

Exemplos

a)=1{2,4, 6}
P(A) = {0, {2}, 4}, {6}, {24}, {2.6}, {46}, A}

b) = {3,5}
P®) = {0, {3}, {5}, B)

c) = {8}
PC)=10,0

d=10
P(D) = {0}

Propriedades

Seja A um conjunto qualquer e 0o conjunto vazio.
Valem as seguintes propriedades

00 | 0ci0)
AcCcAS AeP(A)

0#0) | 0e0
0 cAs 0 epA)

Se A tem n elementos entdo A possui 2" subconjuntos
e, portanto, P(A) possui 2" elementos.

Unido de conjuntos

A unido (ou reunido) dos conjuntos A e B é o conjunto
formado por todos os elementos que pertencem a A ou a
B. Representa-se por A\ B.

Simbolicamente: A4 B = {X | Xe A ou Xe B}

Exemplos

-{2,3}U {4,5,6)={2,3,4,5,6}
- {2,3,4}U {3.4,5}={2,3,4,5}
- {2,31U{1,2,3,4)=(1,2,3,4}
- {ab}Y @{ab}
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Intersecg¢do de conjuntos

Ainterseccdo dos conjuntos A e B é o conjunto formado
por todos os elementos que pertencem, simultaneamente,
a A e a B. Representa-se por A B. Simbolicamente: A B
= {X|XeA ou XeB}

Exemplos

-{2,3,4Y " {3,5}={3}
-{1,2,3} ™ {2,3,4}={2,3}
-{2,3Y{1,2,3,5}={2,3}
24N {3B571=¢

Observacao: Se AN B=¢, dizemos que A e B sdo
conjuntos disjuntos.

A : .

Nuamero de Elementos da Unido e da Interseccao de
Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, como vemos na figura
abaixo, podemos estabelecer uma relacdo entre os
respectivos niumeros de elementos.

n(AUB) =n(A) + n(B) —n(An B)

Note que ao subtrairmos os elementos comuns
(n(4n B)) evitamos que eles sejam contados duas vezes.

Observacoes:

a) Se os conjuntos A e B forem disjuntos ou se mesmo
um deles estiver contido no outro, ainda assim a relagdo
dada serd verdadeira.

b) Podemos ampliar a relacdo do nimero de elementos
para trés ou mais conjuntos com a mesma eficiéncia.
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Observe o diagrama e comprove.

(AnBNC|

n(AUBUC) =n(4) +n(B) +n(C) —n(AnB) —
—n(AnC)—n(BNnC)+n(ANnBnNC)

Subtragdo

A diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto
formado por todos os elementos que pertencem a A e ndo
pertencem a B. Representa-se por A — B. Simbolicamente:
A-B={X|X eAeX¢gB}

O conjunto A — B é também chamado de conjunto
complementar de B em relacéo a A, representado por C,B.
Simbolicamente: C,B = A - B{X | Xe A e X¢ B}

Exemplos

-A=1{0,1,23)eB=1{0,2
CB=A-B={13}eCA=B-A=¢

“A={1,23)eB=1{234
CB=A-B={1}eCA=B-A={l4

-A={024eB={1,3,5
CB=A-B={024eCA=B-A={135}

Observacdes: Alguns autores preferem utilizar o
conceito de completar de B em relagdo a A somente nos
casos em que B —A. _

- Se B < A representa-se por B o conjunto
complementar de B em relagdo a A. Simbolicamente: B A
<& B=A-B=CpB

Iy




Exemplos

SejaS =1{0, 1,2 3,45, 6}. Entéo:
a)A=1{2,34 =4={015,6}
b)B=1{3,4,56}=5={012

}
C) C= ¢ = 6 =S
Numero de elementos de um conjunto

Sendo X um conjunto com um nuUmero finito de
elementos, representa-se por n(X) o nimero de elementos
de X. Sendo, ainda, A e B dois conjuntos quaisquer, com
numero finito de elementos temos:

n(A U B)=n(A)+n(B)-n(A M B)

AN B=¢ = n(AU B)=n(A)+n(B)

n(A -B)=n(A)-n(A M B)

B A= n(A-B)=n(A)-n(B)

Resolucao de Problemas

Exemplo:

Numa escola mista existem 42 meninas, 24 criangas
ruivas, 13 meninos ndo ruivos e 9 meninas ruivas. Pergun-
ta-se

a) quantas criangas existem na escola?
b) quantas criangas sdo meninas ou sao ruivas

Meninas

Meninos

Ruivos

N&o ruivos

Sejam:

A o conjunto dos meninos ruivos e n(A) = x

B o conjunto das meninas ruivas e n(B) = 9

C o conjunto dos meninos nao ruivos e n(C) = 13
D o conjunto das meninas ndo ruivas e n(D) =y
De acordo com o enunciado temos:

n(BuD)=n(B)+n(D)=9+y=42< y=33
nAuD)=n(A)+n(B)=x+9=24<x=15
Assim sendo
a) O numero total de criancas da escola é:

(AU BUCUD)=n(A)+n(B)+n(C)+n(D)=15+9+13+33=70

b) O nUimero de criangas que sdo meninas ou sao
ruivas é:

nf(AuB)YU(BuUD)]=n(A)+n(B)+n(D)=15+9+33=57

: o

MATEMATICA

NOVA

CONCURSOS

Questoes

1 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO AD-
MINISTRATIVO - FCC/2014) Dos 43 vereadores de uma
cidade, 13 dele ndo se inscreveram nas comissdes de Edu-
cacdo, Saude e Saneamento Basico. Sete dos vereadores
se inscreveram nas trés comissdes citadas. Doze deles se
inscreveram apenas nas comissdes de Educacéo e Salude e
oito deles se inscreveram apenas nas comissdes de Saude e
Saneamento Basico. Nenhum dos vereadores se inscreveu
em apenas uma dessas comissées. O numero de vereado-
res inscritos na comissdo de Saneamento Basico é igual a

A) 15

B) 21
o 18.
D) 27.
E) 16.

2 - (TJ-SC) Num grupo de motoristas, ha 28 que diri-
gem automével, 12 que dirigem motocicleta e 8 que diri-
gem autom@veis e motocicleta. Quantos motoristas ha no
grupo?

A) 16 motoristas

B) 32 motoristas

C) 48 motoristas

D) 36 motoristas

3 - (TRT 19° — TECNICO JUDICIARIO - FCC/2014)
Dos 46 técnicos que estdo aptos para arquivar documentos
15 deles também estdo aptos para classificar processos e
os demais estdo aptos para atender ao publico. Ha outros
11 técnicos que estdo aptos para atender ao publico, mas
ndo sao capazes de arquivar documentos. Dentre esses Ul-
timos técnicos mencionados, 4 deles também sdo capazes
de classificar processos. Sabe-se que aqueles que classi-
ficam processos sdo, ao todo, 27 técnicos. Considerando
que todos os técnicos que executam essas trés tarefas fo-
ram citados anteriormente, eles somam um total de

A) 58
B) 65.
C) 7e.
D) 53.
E) 95.

4 — (METRO/SP — OFICIAL LOGISTICA ~ALMOXARI-
FADO I- FC(C/2014) O diagrama indica a distribui¢@o de atletas
da delegagdo de um pais nos jogos universitarios por medalha
conquistada. Sabe-se que esse pais conquistou medalhas apenas
em modalidades individuais. Sabe-se ainda que cada atleta da
delegagdo desse pais que ganhou uma ou mais medalhas ndo ga-
nhou mais de uma medalha do mesmo tipo (ouro, prata, bronze).
De acordo com o diagrama, por exemplo, 2 atletas da delegagao
desse pais ganharam, cada um, apenas uma medalha de ouro.

o
070\




A andlise adequada do diagrama permite concluir cor-
retamente que o nimero de medalhas conquistadas por
esse pais nessa edicdo dos jogos universitarios foi de

A) 15

B) 29.
c) 52
D) 46.
E) 40.

5 — (PREF. CAMACARI/BA - TEC. VIGILANCIA EM
SAUDE NM - AOCP/2014) Qual é o nimero de elementos
que formam o conjunto dos multiplos estritamente positi-
vos do nimero 3, menores que 317?

A)9

B) 10

011

D) 12

E) 13

6 - (PREF. CAMAGARI/BA - TEC. VIGILANCIA EM
SAUDE NM - AOCP/2014) Considere dois conjuntos A e
B, sabendoque AnB={3}, AUB={0;1;2; 3,5 eA-B
= {1, 2}, assinale a alternativa que apresenta o conjunto B.

A) {1; 2; 3}

B) {0; 3}

0 {0;1; 2; 3; 5}

D) {3; 5}

E) {0; 3; 5}

7 - (Agente Administrativo) Em uma cidade existem
duas empresas de transporte coletivo, A e B. Exatamente
70% dos estudantes desta cidade utilizam a Empresa A e
50% a Empresa B. Sabendo que todo estudante da cidade
é usuario de pelo menos uma das empresas, qual o % deles
que utilizam as duas empresas?

A) 20%

B) 25%

Q) 27%

D) 33%

E) 35%

8 - (METRO/SP - ENGENHEIRO SEGURANCA DO
TRABALHO - FCC/2014) Uma pesquisa, com 200 pessoas,
investigou como eram utilizadas as trés linhas: A, B e C do
Metrd de uma cidade. Verificou-se que 92 pessoas utili-
zam a linha A; 94 pessoas utilizam a linha B e 110 pessoas
utilizam a linha C. Utilizam as linhas A e B um total de 38
pessoas, as linhas A e C um total de 42 pessoas e as linhas B
e C um total de 60 pessoas; 26 pessoas que nao se utilizam
dessas linhas. Desta maneira, conclui-se corretamente que
o numero de entrevistados que utilizam as linhas A e B e

Céigual a
A) 50.
B) 26.
C) 56.
D) 10.
E) 18
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9 - TJ/RS - TECNICO JUDICIARIO - AREA JUDICIA-
RIA E ADMINISTRATIVA - FAURGS/2012) Observando-
se, durante certo periodo, o trabalho de 24 desenhistas do
Tribunal de Justica, verificou-se que 16 executaram dese-
nhos arquiteténicos, 15 prepararam croquis e 3 realizaram
outras atividades. O nimero de desenhistas que executa-
ram desenho arquiteténico e prepararam croquis, nesse
periodo, é de

A) 10
B) 1L
o 12
D) 13.
E) 14.

10 - (TJ/RS - OFICIAL DE TRANSPORTE - CE-
TRO/2013) Dados os conjuntos A = {x | x é vogal da pa-
lavra CARRO} e B = {x | x é letra da palavra CAMINHO}, é
correto afirmar que An B tem

A) 1 elemento.

B) 2 elementos.

C) 3 elementos.

D) 4 elementos.

E) 5 elementos.

F)

Respostas

1 - RESPOSTA: “C”

De acordo com os dados temos:

7 vereadores se inscreveram nas 3.

APENAS 12 se inscreveram em educacdo e saude (o 12
nado deve ser tirado de 7 como costuma fazer nos conjun-
tos, pois ele ja desconsidera os que se inscreveram nos trés)

APENAS 8 se inscreveram em salide e saneamento basico.

Sao 30 vereadores que se inscreveram nessas 3 comis-
sdes, pois 13 dos 43 nédo se inscreveram.

Portanto, 30-7-12-8=3

Se inscreveram em educacdo e saneamento 3 verea-

s
(N

SO em saneamento se inscreveram: 3+7+8=18

2 - RESPOSTA: “B”

Os que dirigem automoveis e motocicleta: 8

Os que dirigem apenas automovel: 28-8 = 20

Os que dirigem apenas motocicleta: 12-8= 4

A quantidade de motoristas é o somatorio: 20+8+4 =
32 motoristas.




3 - RESPOSTA: “B".

Técnicos arquivam e classificam: 15

Arquivam e atendem: 46-15=31

classificam e atendem: 4

Classificam: 15+4=19 como sdo 27 faltam 8

Dos 11 técnicos aptos a atender ao publico 4 sdo capa-
zes de classificar processos, logo apenas 11-4 = 7 técnicos
sdo aptos a atender ao publico.

Somando todos os valores obtidos no diagrama tere-
mos: 31+15+7+4+8 = 65 técnicos.

arquivar, Classificar

4 - RESPOSTA: “D".

O diagrama mostra o niUmero de atletas que ganharam
medalhas.

No caso das interseccoes, devemos multiplicar por 2
por ser 2 medalhas e na interseccdo das trés medalhas mul-
tiplica-se por 3.

Interseccdes:
6-2=12
1-2=2
4-2=8
3-3=9

Somando as outras:
2+5+8+12+2+8+9=46

5 -RESPOSTA: “B".

Se nos basearmos na tabuada do 3, teremos o seguin-
te conjunto

A={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}

10 elementos.

6 - RESPOSTA: “E".

A interseccdo dos dois conjuntos, mostra que 3 é ele-
mento de B.

A-B sdo os elementos que tem em A e ndo em B.

Entdo de AUB, tiramos que B={0;3;5}.

7 - Resposta “A”.
A B

70 - 50 = 20.
20% utilizam as duas empresas.

: o
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8 - RESPOSTA: “E".

110-(42-x+x+60-x)

C
26

92-[38-x+x+42-x]+94-[38-x+Xx+60-x]+110-[42-X+X+-
60-x]+(38-X) +x+(42-x)+(60-x)+26=200

92-[80-x]+94-[98-x]+110-[102-x]+38+42-x+-
60-x+26=200

92-80+x+94-98+x+110-102+x+166-2x=200

Xx+462-180=200 =» x+182 =200 =» x = 200-182 =» x = 18

9 - RESPOSTA: “A”.

desenhos

16-X+x+15-x+3=24 ¥ x+34 =24 =¥ -x = 24-34 = x =
-10, como ndo existe variavel negativa neste caso multiplica-se
por (-1) ambos os lados , logo x = 10.

10 - RESPOSTA: “B".
Como o conjunto A é dado pelas vogais: A={A,0}, e B é
dado pelas letras : B={ C,AMIN,H,0}, portanto An B={A,0}

CONJUNTOS DOS NUMEROS REAIS (R):
OPERACOES, PROPRIEDADES E PROBLEMAS;

NUMEROS REAIS

O conjunto dos niimeros reais R é uma expansdo do
conjunto dos nUmeros racionais que engloba ndo sé os
inteiros e os fracionarios, positivos e negativos, mas também
todos os nimeros irracionais.

Os numeros reais sdo nUimeros usados para representar
uma quantidade continua (incluindo o zero e os negativos).
Pode-se pensar num ndmero real como uma fragdo decimal
possivelmente infinita, como 3,141592(...). Os nimeros reais tém
uma correspondéncia biunivoca com os pontos de uma reta.




Denomina-se corpo dos numeros reais a colecdo
dos elementos pertencentes a conclusdo dos racionais,
formado pelo corpo de fragdes associado aos inteiros
(nUmeros racionais) e a norma associada ao infinito.

Existem também outras conclusdes dos racionais, uma
para cada nimero primo p, chamadas nimeros p-adicos. O
corpo dos numeros p-adicos é formado pelos racionais e a
norma associada a p!

Propriedade

O conjunto dos nuUmeros reais com as operacdes
binarias de soma e produto e com a relacdo natural de
ordem formam um corpo ordenado. Além das propriedades
de um corpo ordenado, R tem a seguinte propriedade:
Se R for dividido em dois conjuntos (uma particdo) A e
B, de modo que todo elemento de A é menor que todo
elemento de B, entdo existe um elemento x que separa os
dois conjuntos, ou seja, x € maior ou igual a todo elemento
de A e menor ou igual a todo elemento de B.

YA, B,(R=AUBA(Ya€ A,be B, (a< b))
= (dz,(Vae A,beB = a<z<b))

Ao conjunto formado pelos nimeros Irracionais e pelos
ndmeros Racionais chamamos de conjunto dos numeros
Reais. Ao unirmos o conjunto dos nimeros Irracionais com
o conjunto dos numeros Racionais, formando o conjunto
dos numeros Reais, todas as distancias representadas
por eles sobre uma reta preenchem-na por completo;
isto é, ocupam todos os seus pontos. Por isso, essa reta é
denominada reta Real.

Inteiros

BN RE SR

Racionais

Reta Real

Cada novo conjunto numérico ocupa mais pontos da reta.
0 conjunto dos ndmerce reais a presnche por completo.

Podemos concluir que na representacdo dos numeros
Reais sobre uma reta, dados uma origem e uma unidade, a
cada ponto da reta corresponde um nimero Real e a cada
numero Real corresponde um ponto na reta.

MATEMATICA

Ordenacgdo dos niumeros Reais

A representacdo dos niUmeros Reais permite definir uma
relacdo de ordem entre eles. Os nimeros Reais positivos sdo
maiores que zero e 0s negativos, menores. Expressamos
a relacdo de ordem da seguinte maneira: Dados dois
numeros Reais a e b,

a<beb-ax20

Exemplo: -15 < & 5—-(-15) >0
5+15>0

Propriedades da relacdo de ordem

- Reflexiva: a < a

- Transitiva:a<beb <c—a<c

- Anti-simétrica:a<beb<a-a=b
-Ordemtotal:a<boub<aoua=b

Expressao aproximada dos niimeros Reais

» &
1 2
& W
1.4 13
—

1,41 142
—a
1,414 1,415
‘2

Os numeros Irracionais possuem infinitos algarismos
decimais ndo-periddicos. As operagdes com esta classe
de numeros sempre produzem erros quando ndo se
utilizam todos os algarismos decimais. Por outro lado, é
impossivel utilizar todos eles nos calculos. Por isso, somos
obrigados a usar aproximacdes, isto é, cortamos o decimal
em algum lugar e desprezamos os algarismos restantes. Os
algarismos escolhidos serdo uma aproximacdo do nUmero
Real. Observe como tomamos a aproximacao de e do
numero nas tabelas.

Aproximacao por

Falta Excesso
Erro menor que V2 o |m V2 o|m
1 unidade 1 3 2 4
1 décimo 1.4 3,1 1,5 3,2
1 centésimo 1,41 3,14 1,42 3,15
1 milésimo 1,414 (3,141 1,415 3,142
ldécimode |, 4,45 31415 |1,4134 [3,1416
milésimo

@ NovA 7

CONCURSOS




Operacées com numeros Reais

Operando com as aproximacdes, obtemos uma
sucessao de intervalos fixos que determinam um ndmero
Real. E assim que vamos trabalhar as operacdes adicao,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Relacionamos, em
seguida, uma série de recomendacdes Uteis para operar
com nUmeros Reais:

- Vamos tomar a aproximacéao por falta.

- Se quisermos ter uma ideia do erro cometido,
escolhemos o mesmo nUumero de casas decimais em
ambos os numeros.

- Se utilizamos uma calculadora, devemos usar a
aproximacdo maxima admitida pela maquina (o maior
nimero de casas decimais).

- Quando operamos com numeros Reais, devemos
fazer constar o erro de aproximacdo ou o ndmero de
casas decimais.

- E importante adquirirmos a idéia de aproximagéo
em funcdo da necessidade. Por exemplo, para desenhar o
projeto de uma casa, basta tomar medidas com um erro
de centésimo.

- Em geral, para obter uma aproximac¢do de n casas
decimais, devemos trabalhar com nuUmeros Reais
aproximados, isto é, com n + 1 casas decimais.

Para colocar em pratica o que foi exposto, vamos
fazer as quatro operacdes indicadas: adicdo, subtracéo,
multiplicagdo e divisdo com dois niUmeros Irracionais.

V2 =1,41421 ...
V3 =1,73205...

Valor Absoluto

Como vimos, o erro pode ser:

- Por excesso: neste caso, consideramos o erro positivo.

- Por falta: neste caso, consideramos o erro negativo.

Quando o erro é dado sem sinal, diz-se que esta dado
em valor absoluto. O valor absoluto de um nimero a é
designado por |a] e coincide com o nimero positivo, se
for positivo, e com seu oposto, se for negativo.

Exemplo: Um livro nos custou 8,50 reais. Pagamos
com uma nota de 10 reais. Se nos devolve 1,60 real de
troco, o vendedor cometeu um erro de +10 centavos. Ao
contrario, se nos devolve 1,40 real, o erro cometido é de
10 centavos.

: o
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LRt £ APROXIMACAD POR EXCESSO POR FALTA
Soma de :
; 2 1,4143 1,4142
niimeros reais: i
{2+ /3 3 1,7321 1,7320
J3+ 2 3,1464 3,1462
ero maximo 0,0002 0,0002
Subtracao de
& reals: ﬁ 1,4143 14142
= 3 1,7321 1,7320
-2 0,3178 0,3178
erro maximo 0,0000 0,0000
Multiplicacao
i ﬁ 1,4143 14142
reais: f3 x f2 3 1,7321 1,7320
Ired 52 dj 2,4497 2,4493
erro maximo 0,0004 0,0004
Divisdo de 2 1,4143 1,4142
niimeros reais:
s = I3 3 1,7321 1,7320
Izl i 1,2247 1,2247
o Mmaximo 0,0000 0,0000
Questoes

1 - (SABESP - APRENDIZ - FCC/2012) Um comer-
ciante tem 8 prateleiras em seu emporio para organizar os
produtos de limpeza. Adquiriu 100 caixas desses produtos
com 20 unidades cada uma, sendo que a quantidade total
de unidades compradas sera distribuida igualmente entre
essas prateleiras. Desse modo, cada prateleira receberd um
numero de unidades, desses produtos, igual a

A) 40

B) 50
C) 100

D) 160

E) 250

2 - (CAMARA DE CANITAR/SP - RECEPCIONISTA -
INDEC/2013) Em uma banca de revistas existem um total
de 870 exemplares dos mais variados temas. Metade das
revistas é da editora A, dentre as demais, um ter¢o sdo pu-
blicagdes antigas. Qual o nimero de exemplares que ndo
sdo da Editora A e nem sao antigas?

A) 320

B) 290
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3 - (TRT 6° - TECNICO JUDICIARIO- ADMINISTRATI-
VA - FCC/2012) Em uma praia chamava a aten¢do um cata-
dor de cocos (a agua do coco ja havia sido retirada). Ele s6
pegava cocos inteiros e agia da seguinte maneira: o primei-
ro coco ele coloca inteiro de um lado; o segundo ele dividia
ao meio e colocava as metades em outro lado; o terceiro
coco ele dividia em trés partes iguais e colocava os tercos
de coco em um terceiro lugar, diferente dos outros lugares;
o quarto coco ele dividia em quatro partes iguais e colocava
os quartos de coco em um quarto lugar diferente dos ou-
tros lugares. No quinto coco agia como se fosse o primeiro
coco e colocava inteiro de um lado, o seguinte dividia ao
meio, 0 seguinte em trés partes iguais, o seguinte em qua-
tro partes iguais e seguia na sequéncia: inteiro, meios, trés
partes iguais, quatro partes iguais. Fez isso com exatamente
59 cocos quando alguém disse ao catador: eu quero trés
quintos dos seus tercos de coco e metade dos seus quartos
de coco. O catador consentiu e deu para a pessoa

A) 52 pedacgos de coco.

B) 55 pedacos de coco.

C) 59 pedacos de coco.

D) 98 pedacos de coco.

E) 101 pedacos de coco.

4 - (UEM/PR-AUXILIAR OPERACIONAL - UEM/2014)
A mae do Vitor fez um bolo e repartiu em 24 pedacos, todos
de mesmo tamanho. A mae e o pai comeram juntos, ¥ do
bolo. O Vitor e a sua irma comeram, cada um deles, ¥ do
bolo. Quantos pedacos de bolo sobraram?

A) 4

B) 6

C8

D) 10

E) 12

5- (UEM/PR-AUXILIAR OPERACIONAL - UEM/2014)
Paulo recebeu R$1.000,00 de salario. Ele gastou ¥ do salario
com aluguel da casa e 3/5 do salario com outras despesas.
Do salario que Paulo recebeu, quantos reais ainda restam?

A) R$ 120,00

B) R$ 150,00

C) R$ 180,00

D) R$ 210,00

E) R$ 240,00

6 - (UFABC/SP - TECNOLOGO-TECNOLOGIA DA IN-
FORMACAO - VUNESP/2013) Um jardineiro preencheu
parcialmente, com agua, 3 baldes com capacidade de 15
litros cada um. O primeiro balde foi preenchido com 2/3
de sua capacidade, o segundo com 3/5 da capacidade, e o
terceiro, com um volume correspondente a média dos vo-
lumes dos outros dois baldes. A soma dos volumes de dgua
nos trés baldes, em litros, é

A) 27.

B) 27,5.

C) 28.

D) 28,5.

E) 29.

MATEMATICA
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7 - (UFOP/MG - ADMINISTRADOR DE EDIFICIOS -
UFOP/2013) Uma pessoa caminha 5 minutos em ritmo
normal e, em seguida, 2 minutos em ritmo acelerado e,
assim, sucessivamente, sempre intercalando os ritmos da
caminhada (5 minutos normais e 2 minutos acelerados). A
caminhada foi iniciada em ritmo normal, e foi interrompida
apos 55 minutos do inicio.

O tempo que essa pessoa caminhou aceleradamente
foi:

A) 6 minutos

B) 10 minutos

C) 15 minutos

D) 20 minutos

8 - (PREF. IMARUI - AGENTE EDUCADOR - PREF.
IMARUI/2014) Sobre o conjunto dos numeros reais é
CORRETO dizer:

A) O conjunto dos nimeros reais reiine somente os nu-
meros racionais.

B) R* é o conjunto dos nimeros reais ndo negativos.

C) Sendo A = {-1,0}, os elementos do conjunto A ndo
sdo numeros reais.

D) As dizimas ndo periddicas sdo nUmeros reais.

9 - (TJ/SP - AUXILIAR DE SAUDE JUDICIARIO - AU-
XILIAR EM SAUDE BUCAL - VUNESP/2013) Para numerar
as paginas de um livro, uma impressora gasta 0,001 mL por
cada algarismo impresso. Por exemplo, para numerar as
paginas 7, 58 e 290 gasta-se, respectivamente, 0,001 mL,
0,002 mL e 0,003 mL de tinta. O total de tinta que sera
gasto para numerar da pagina 1 até a pagina 1 000 de um
livro, em mL, sera

A) 1,111

B) 2,003.

C) 2,893.

D) 1,003.

E) 2,561.

10 - (BNDES - TECNICO ADMINISTRATIVO - CES-
GRANRIO/2013) Gilberto levava no bolso trés moedas de
R$ 0,50, cinco de R$ 0,10 e quatro de R$ 0,25. Gilberto reti-
rou do bolso oito dessas moedas, dando quatro para cada
filho.

A diferenca entre as quantias recebidas pelos dois fi-
Ihos de Gilberto é de, no maximo,

A) R$ 0,45

B) R$ 0,90

C)R$ 1,10

D) R$ 1,15

E) R$ 1,35

Respostas

1 - RESPOSTA: “E".
Total de unidades: 100-20=2000 unidades

2000 . .
— = 250 unidades em cada prateleira.




2 - RESPOSTA: “B".
editora A: 870/2=435 revistas
publicagdes antigas: 435/3=145 revistas

435 + 145 = 580
870 — 580 = 290

O nimero de exemplares que ndo sdo da Editora A e

nem sdo antigas sao 290.

10

3 - RESPOSTA: “B".

59
— =14 resto 3
4

14 vezes iguais

Coco inteiro: 14
Metades:14.2=28
Terca parte:14.3=42
Quarta parte:14.4=56
3 cocos: 1 coco inteiro, metade dos cocos, terca parte
Quantidade total
Coco inteiro: 14+1=15
Metades: 28+2=30
Terca parte:42+3=45
Quarta parte :56

3 1
=45+ -56 =27 +28 =55

4 - RESPOSTA “B".

Sobrou 1/4 do bolo.

1
24 i 6 pedacos

5 - RESPOSTA: “B".

Aluguel:1000 -i = 250
Outras despesas: 1000 S =600

250 + 600 = 850
Restam :1000-850=R$150,00

6 - RESPOSTA: “D".
Primeiro balde:

2

5- 15 = 10 litros
Segundo balde:

3
g- 15 = 9 litros

0y
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Terceiro balde:
1049

= 9,5 litros
A soma dos volumes é : 10+9+9,5=28,5 litros

7 - RESPOSTA: “C".

A caminhada sempre vai ser 5 minutos e depois 2 mi-
nutos, entdo 7 minutos ao total.

Dividindo o total da caminhada pelo tempo, temos:

55
7 =7erestabd

Assim, sabemos que a pessoa caminhou 7. (5 minutos
+2 minutos) +6 minutos (5 minutos+1 minuto)
Aceleradamente caminhou: (7.2)+1=» 14+1=15 minutos

8 - RESPOSTA: “D".

A) errada - O conjunto dos nimeros reais tem os con-
juntos: naturais, inteiros, racionais e irracionais.

B) errada — R* sdo os reais sem o zero.

C) errada - -1 e 0 sdo numeros reais.

9 - RESPOSTA: “C".

1 a 9 =9 algarismos=0,001-9=0,009 ml

De 10 a 99, temos que saber quantos nUmeros tem.

99-10+1=90.

OBS: soma 1, pois quanto subtraimos exclui-se o pri-
meiro numero.

90 numeros de 2 algarismos: 0,002-90=0,18ml

De 100 a 999
999-100+1=900 nameros

900-0,003=2,7ml
1000=0,004ml
Somando: 0,009+0,18+2,7+0,004=2,893

10 - RESPOSTA: “E".

Supondo que as quatro primeiras moedas sejam as 3
de R$ 0,50 e 1 de R$ 0,25(maiores valores).

Um filho receberia : 1,50+0,25=R$1,75

E as ouras quatro moedas sejam de menor valor: 4 de
R$ 0,10=R$ 0,40.

A maior diferenca seria de 1,75-0,40=1,35

Dica: sempre que fala a maior diferenga tem que o
maior valor possivel — o menor valor.
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CALCULOS ALGEBRICOS;

Calculos Algébricos

Expressoes Algébricas sdo aquelas que contém nu-
meros e letras.
Ex: 2ax®+bx

Variaveis sdo as letras das expressdes algébricas que
representam um numero real e que de principio ndo pos-
suem um valor definido.

Valor numérico de uma expressdo algébrica é o nd-
mero que obtemos substituindo as variaveis por nimeros e
efetuamos suas operacoes.

Ex: Sendo x =1 e y = 2, calcule o valor numérico (VN)
da expressao:

x> +y » 17 + 2 =3 Portando o valor numérico da
expressao é 3.

Monomio: os nimeros e letras estdo ligados apenas
por produtos.
Ex : 4x

Polinémio: é a soma ou subtracdo de monémios.
Ex: 4x+2y

Termos semelhantes: sdo aqueles que possuem par-
tes literais iguais ( variaveis )

Ex:2x*y*z e3x’y?z » sdo termos semelhantes pois
possuem a mesma parte literal.

Adicao e Subtracao de expressées algébricas

Para determinarmos a soma ou subtracdo de expres-
sbes algébricas, basta somar ou subtrair os termos seme-
Ihantes.

Assim: 2x3y*z+3x3y?z=5%y?zou2x®y*z- 3x
y'z=-xy*z

3

Convém lembrar dos jogos de sinais.
Na expressdo (x> + 2y + 1) - (y2-2)=x2+2y* +
1-y?+2=x+y*+3

Multiplicacao e Divisdao de expressoes algébricas

Na multiplicacdo e divisdo de expressbes algébricas,
devemos usar a propriedade distributiva.

Exemplos:

1)a(x+y) =ax +ay

2) (a+b)(x+y) = ax + ay + bx + by

Nx(x2+y)=x+xy

Para multiplicarmos poténcias de mesma base, conser-
vamos a base e somamos os expoentes.

Na divisdo de poténcias devemos conservar a base e
subtrair os expoentes

MATEMATICA
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Exemplos:

1)4x%: 2x=2x

2)(6x3-8x):2x=3x%x*-4

3) (X* -5 + X% - Tx+2):(x*-2x + 1) = x* - 3x +2

Resolucao:
Xt -5+ 9x? - Tx+2 | x?-2x + 1
x4+ 2x3 - x2 x?-3x+2

-3x3 + 8x2 -Tx
3x3 - 6x2 -3x
2x%-4x +2
2x2+4x -2
0

Para iniciarmos as opera¢des devemos saber o que sdo
termos semelhantes.

Dizemos que um termo é semelhante do outro quando
suas partes literais sdo idénticas.

Veja:

5x? e 42x sdo dois termos, as suas partes literais sdo x?
e X, as letras sdo iguais, mas o expoente ndo, entdo esses
termos nao sdo semelhantes.

7ab? e 20ab? sdo dois termos, suas partes literais sdo ab?
e ab? observamos que elas sdo idénticas, entdo podemos
dizer que sdo semelhantes.

Adicao e subtracao de monomios

S6 podemos efetuar a adicdo e subtragdo de
monomios entre termos semelhantes. E quando os termos
envolvidos na operacao de adicdo ou subtracdo nado forem
semelhantes, deixamos apenas a operacao indicada.

Veja:

Dado os termos 5xy? 20xy? como os dois termos sdo
semelhantes eu posso efetuar a adi¢do e a subtracdo deles.

5xy? + 20xy? devemos somar apenas os coeficientes e
conservar a parte literal.

25 xy?

5xy? - 20xy? devemos subtrair apenas os coeficientes e
conservar a parte literal.

- 15 xy2

Veja alguns exemplos:
- x? - 2x? + x2 como os coeficientes sdo fracdes devemos
tirarommcde 6e 9.

3x2-4 x>+ 18 x?
18

17x2
18

- 4x? + 12y? -7y — 5x? devemos primeiro unir os termos
semelhantes. 12y - 7y® + 4x? — 5x? agora efetuamos a soma
e a subtragdo.

-5y3 — x2 como os dois termos restantes ndo sao
semelhantes, devemos deixar apenas indicado a operagdo
dos mondmios.




Reduza os termos semelhantes na expressao 4x? — 5x
-3x + 2x% Depois calcule o seu valor numérico da expressao.
4x2— 5x - 3x + 2x?reduzindo os termos semelhantes. 4x? +
2x%? — 5x - 3x

6x? - 8x os termos estdo reduzidos, agora vamos achar
o valor numérico dessa expressao.

Para calcularmos o valor numérico de uma expressao
devemos ter o valor de sua incégnita, que no caso do
exercicio é a letra x.

Vamos supor que x = - 2, entao substituindo no lugar
do x o -2 termos:

6x? - 8x
6.(-22-8.(-2)
6.4+16=
24 + 16

40

Multiplicacdo de monémios

Para multiplicarmos mondmios ndo é necessario que
eles sejam semelhantes, basta multiplicarmos coeficiente
com coeficiente e parte literal com parte literal. Sendo
que quando multiplicamos as partes literais devemos usar
a propriedade da poténcia que diz: am . a" = a™ * " (bases
iguais na multiplicacdo repetimos a base e somamos os
expoentes).

(3a%b) . (- 5ab® na multiplicacdo dos dois mondmios,
devemos multiplicar os coeficientes 3 . (-5) e na parte literal
multiplicamos as que tém mesma base para que possamos
usar a propriedade a™.a" = am*".

3.(-5.a%.a.b.b?
_15 a2+1 b1+3
-15 a’b*

Divisao de monomios

Para dividirmos os monOmios ndo é necessario que
eles sejam semelhantes, basta dividirmos coeficiente
com coeficiente e parte literal com parte literal. Sendo
que quando dividirmos as partes literais devemos usar a
propriedade da poténcia que diz:a™: a" = a™ " (bases iguais
na divisdo repetimos a base e diminuimos os expoentes),
sendo que a # 0.

(-20x%3) : (- 4xy?) na divisdo dos dois monOmios,
devemos dividir os coeficientes -20 e - 4 e na parte literal
dividirmos as que tém mesma base para que possamos
usar a propriedade am:a" = am~".

-20:(-4) . x2ix.yRy?
5 X2—1 y3—3

Sxty?

5x

12

0y
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Potenciacao de monémios

Na potenciagdo de mondmios devemos novamente
utilizar uma propriedade da potenciagao:

M@.b)ym=am.bm

(II) @m)r = am:n

Veja alguns exemplos:

(-5x?b®)? aplicando a propriedade

(@. (-5)%. (x3?. (b®)? aplicando a propriedade
(I) 25 . x*. b2 25x*b"?

Exercicios

1. Determine o 7° termo do bindmio (2x + 1)9, desen-
volvido segundo as poténcias decrescentes de x.

2. Qual o termo médio do desenvolvimento de (2x +
3y)8?

3. Desenvolvendo o bindmio (2x - 3y)3n, obtemos um
polindmio de 16 termos. Qual o valor de n?

4. Determine o termo independente de x no desenvol-
vimento de (x + 1/x)6.

5. Calcule: (3x%+2x-1) + (-2x*+4x+2).

6. Efetue e simplifique o seguinte calculo algébrico:
(2x+3).(4x+1).

7. Efetue e simplifique os seguintes calculos algébricos:
a) (x - y).0¢ - xy + y?)
b) (3x - y).(3x + y).(2x - y)

8. Dada a expressao algébrica bc — b2, determine o seu
valor numérico quando b =22ec=1_8.

9. Calcule o valor numérico da expressdo 2x3 — 10y,
quandox = -3 ey = -4.

10. Um caderno curta y reais. Glaucia comprou 4 ca-
dernos, Cristina comprou 6 cadernos, e Karina comprou 3.
Qual é o mondmio que expressa a quantia que as trés gas-
taram juntas?

Respostas
1) Resposta "672x3".

Solugdo: Primeiro temos que aplicar a formula do ter-
mo geral de (a + b)n, onde:

a=2x
b=1
n=9

Como queremos o sétimo termo, fazemos p = 6 na for-
mula do termo geral e efetuamos os calculos indicados.
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Temos entao:

T =T =C_.(20%x (1)f= — 9 x(2x3x1=
96;76'7 s+ () @) [(9-6)! x6!] (23
=W x8x3=672x°

Portanto o sétimo termo procurado é 672x3.

2) Resposta “90720x4y4".
Solucao: Temos:

a=2x
b =3y
n=28

Sabemos que o desenvolvimento do binémio terd 9
termos, porquen = 8. Orasendo T, T, T, T, T, T, T, T, T, os
termos do desenvolvimento do bindmio, o termo do meio
(termo médio) sera o T, (quinto termo).

Logo, o nosso problema resume-se ao calculo do T5.
Para isto, basta fazer p = 4 na férmula do termo geral e

efetuar os calculos decorrentes. Teremos:

=T = 8-4 4_ 8! 4 4_
T,.=T,=C,. (20**.By)' = [(84) a1 (2x)*. By)* =
= 87.654! gy 81y
(41.43.2.1

Fazendo as contas vem:

T, =70.16.81.x". y* = 90720x"*, que é o termo médio
procurado.

3) Resposta “5".

Solugédo: Ora, se o desenvolvimento do bindmio possui
16 termos, entdo o expoente do bindbmio é igual a 15.

Logo,

3n = 15 de onde se conclui que n = 5.

4) Resposta “20".

Solucdo: Sabemos que o termo independente de x é
aquele que ndo depende de x, ou seja, aquele que ndo pos-
sui x.

Temos no problema dado:

a=x

b=-1
X

n = 6.
Pela formula do termo geral, podemos escrever:

—

pe1 = C&p X6 (% )P = CG,p' X6P . XP = C6,p . X6,
Ora, para que o termo seja independente de x, 0 ex-
poente desta variavel deve ser zero, pois x° = 1.
Logo, fazendo 6 - 2p = 0, obtemos p = 3. Substituindo
entdo p por 6, teremos o termo procurado. Temos entao:
T,,=T,=C,. X=C,=—20_ = 65431 -39
’ ©[(6-3)!31] 31.2.1
Logo, o termo independente de x é o T, (quarto termo)
que é igual a 20.
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5) Solugao:

(3x%+2x-1) + (-2x*+4x+2)
3+ 2x—1-2x* +4x + 2 =
X2+ 6x+1

6) Solucdo:
(2x+3).(4x+1)
82+ 2x + 12x + 3 =
8x% + 14x + 3

7) a - Solucao:

(X - Y0 - xy +y?)

X=Xy +xy? - Xy +xy?-y? =

X2 - 2%y + 2xy? - YR =

b - Solucao:

(Bx - y).3x + y).(2x - y)

(3x - y).(6x% - 3xy + 2xy - y?) =
B3x-y).(6 - xy - y?) =

18x3 - 3x%y - 3xy? - 6x%y + xy? + y* =
18x% - 9x%y - 2xy? + y?

8) Resposta “-0,88".

Solugao:

bc-b2 =

2,2 .1,8 - 2,22 = (Substituimos as letras pelos valores
passados no enunciado)

396-4,84 =

-0,88.

Portanto, o valor procurado é 0,88.

9) Resposta “-14".

Solucao:

2x3 =10y =

2.(-3)? - 10.(-4) = (Substituimos as letras pelos valores
do enunciado da questao)

2.27)-10.(-4) =

(-54) - (-40) =

-54 + 40 = -14.

Portanto -14 é o valor procurado na questao.

10) Resposta “13y reais”.
Solucdo: Como Glaucia gastou 4y reais, Cristina 6y reais e
Karina 3y reais, podemos expressar essas quantias juntas por:

4y + by + 3y =
4+6+3)y=
13y

Importante: Numa expressdo algébrica, se todos os
monomios ou termos sdo semelhantes, podemos tornar
mais simples a expressdo somando algebricamente os coe-
ficientes numéricos e mantendo a parte literal.




GRANDEZAS PROPORCIONAIS - REGRA DE
TRES SIMPLES E COMPOSTA;

NUMEROS DIRETAMENTE PROPORCIONAIS
Considere a seguinte situacgao:

Joana gosta de queijadinha e porisso resolveu aprender
a fazé-las. Adquiriu a receita de uma amiga. Nessa receita,
os ingredientes necessarios sdo:

3 ovos

1 lata de leite condensado

1 xicara de leite

2 colheres das de sopa de farinha de trigo

1 colher das de sobremesa de fermento em po6
1 pacote de coco ralado

1 xicara de queijo ralado

1 colher das de sopa de manteiga

Veja que:

- Para se fazerem 2 receitas seriam usados 6 ovos para
4 colheres de farinha;

- Para se fazerem 3 receitas seriam usados 9 ovos para
6 colheres de farinha;

- Para se fazerem 4 receitas seriam usados 12 ovos para
8 colheres de farinha;

- Observe agora as duas sucessdes de nimeros:

Sucessdo do nimero de ovos: 6
9 12

Sucessdo do nimero de colheres de farinha: 4 6
8

Nessas sucessdes as razdes entre o0s termos
correspondentes sao iguais:

6_3 9_3 12_3

4 2 6 2 8 )

.6
Assim: 62 123
4 6 8 2

Dizemos, entao, que:

- 0s numeros da sucessdo 6, 9, 12 sdo diretamente
proporcionais ags da sucessdo 4, 6, 8;

- 0 numero 5, que € a razao entre dois termos corres-
pondentes, é chamado fator de proporcionalidade.

Duas sucessdes de numeros ndo-nulos sdo diretamen-
te proporcionais quando as razdes entre cada termo da
primeira sucessao e o termo correspondente da segunda
sucessao sao iguais.

14 o
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Exemplo 1: Vamos determinar x e y, de modo que as
sucessdes sejam diretamente proporcionais:

2 8 y
3 X 21

Como as sucessdes sao diretamente proporcionais, as
razdes sdo iguais, isto é:

2 8 y

3 x 21
2 8 2y
37 x 3721
2x=3.8 3y=2.21
2x =24 3y =42
24 42
X=7 y:?
x=12 y=14

Logo,x=12ey =14

Exemplo 2: Para montar uma pequena empresa, Julio,
César e Toni formaram uma sociedade. Julio entrou com R$
24.000,00, César com R$ 27.000,00 e Toni com R$ 30.000,00.
Depois de 6 meses houve um lucro de R$ 32.400,00 que foi
repartido entre eles em partes diretamente proporcionais
a quantia investida. Calcular a parte que coube a cada um.

Solugao:

Representando a parte de Julio por x, a de César por y,
e a de Toni por z, podemos escrever:

X+ y+z=32400
X y z

24000 27000 30000

32400
x _y oz X+y+z
24000 27000 30000 24000+ 27000 + 30000

81000

Resolvendo as proporcdes:

x 32400
24000  81000™

10x = 96 000
x = 9600

y 4

27000 10

10y = 108 000

y = 10 800




z 4

3000 10

10z = 120 000
z=12000

Logo, Julio recebeu R$ 9.600,00, César recebeu R$
10.800,00 e Toni, R$ 12.000,00.

Numeros Inversamente Proporcionais

Considere os seguintes dados, referentes a producdo
de sorvete por uma maquina da marca x-5:

1 maquina x-5 produz 32 litros de sorvete em 120 min.
2 maquinas x-5 produzem 32 litros de sorvete em 60 min.
4 maquinas x-5 produzem 32 litros de sorvete em 30 min.
6 maquinas x-5 produzem 32 litros de sorvete em 20 min.

Observe agora as duas sucessdes de niUmeros:

Sucessdo do numero de maquinas: 1 2 4 6
Sucessdo do nimero de minutos: 120 60 30 20

Nessas sucessOes as razbes entre cada termo da
primeira sucessao e o inverso do termo correspondente da
segunda sdo iguais:

1 2 4 6

B

120 60 30 20

Dizemos, entao, que:

- 0s numeros da sucessao 1, 2, 4, 6 sdo inversamente
proporcionais aos da sucessdo 120, 60, 30, 20;

- 0 nimero 120, que é a razdo entre cada termo da
primeira sucessdo e o inverso do seu correspondente na
segunda, é chamado fator de proporcionalidade.

Observando que

% € 0 mesmo que 1.120=120 % € mesmo que
20 30
4.30=120

% € 0 mesmo que 2.60=120 % € 0 mesmo que

60 20
6.20= 120

Podemos dizer que: Duas sucessbes de nuUmeros
ndo-nulos sdo inversamente proporcionais quando os
produtos de cada termo da primeira sucessao pelo termo
correspondente da segunda sucessao sao iguais.

MATEMATICA

@ NovA s

CONCURSOS

Exemplo 1: Vamos determinar x e y, de modo que as
sucessdes sejam inversamente proporcionais:

4 X 8
20 16 y
Para que as sucessdes sejam inversamente

proporcionais, os produtos dos termos correspondentes
deverdo ser iguais. Entdo devemos ter:
4.20=16.x=8.y

16 .x=4.20 8.y=4.20

16x = 80 8y = 80
x = 80/16 y = 80/8
x=5 y =10

Logo, x=5ey =10.

Exemplo 2: Vamos dividir o nUmero 104 em partes
inversamente proporcionais aos nimeros 2, 3 e 4.

Representamos os nimeros procurados por x, y e z. E
como as sucessdes (x, , z) e (2, 3, 4) devem ser inversamente
proporcionais, escrevemos:

—
r_r_z X_Yy_z _ xty+z
1 1 1 1 1 171 1 1
2 3 4 2 3 4 2 3 4
104 _ 104 _104_. 13 .. 12 96
Como, L, 1,1 6+4+3° 13 1045, =109y A vem
"273 4 12 12
.r=96‘”‘./zi( y=9622 zzgﬁz‘f;
X =48 y =32 z =24

Logo, os numeros procurados sdo 48, 32 e 24.




Grandezas Diretamente Proporcionais

Considere uma usina de acuUcar cuja producdo, nos
cinco primeiros dias da safra de 2005, foi a seguinte:

Dias | Sacos de acucar

5000
2 10 000
3 15 000
4 20 000
5 25000

Com base na tabela apresentada observamos que:

- duplicando o numero de dias, duplicou a
producédo de acucar;

- triplicando o numero de dias, triplicou a producdo
de aglcar, e assim por diante.

Nesse caso dizemos que as grandezas tempo e
producao sdo diretamente proporcionais.

Observe também que, duas a duas, as razes entre o
numero de dias e o nimero de sacos de acucar sdo iguais:

15000 1_5000 2_10000 2_10000 3 _ 15000
210000 4 20000 3 15000 5 25000 5 25000
1_5000 1_5000 2_10000 3 _15000 4 _20000
315000 5 25000 4 20000 4 20000 5 25000

Isso nos leva a estabelecer que: Duas grandezas sao
diretamente proporcionais quando a razdo entre os valores
da primeira é igual a razdo entre os valores da segunda.

Tomemos agora outro exemplo.

Com 1 tonelada de cana-de-acucar, uma usina produz
70l de alcool.

De acordo com esses dados podemos supor que:

- com o dobro do niumero de toneladas de cana, a usina
produza o dobro do nimero de litros de alcool, isto &, 140;
- com o triplo do nimero de toneladas de cana, a usina
produza o triplo do nimero de litros de alcool, isto é, 210l.

Entdo concluimos que as grandezas quantidade de cana-
de-aclcar e niumero de litros de alcool sdo diretamente
proporcionais.

Grandezas Inversamente Proporcionais
Considere uma moto cuja velocidade média e o tempo

gasto para percorrer determinada distancia encontram-se
na tabela:

w ®
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Velocidade Tempo
30 km/h 12 h
60 km/h 6h
90 km/h 4 h
120 km/h 3h

Com base na tabela apresentada observamos que:

- duplicando a velocidade da moto, o nimero de horas
fica reduzido a metade;

- triplicando a velocidade, o numero de horas fica
reduzido a terca parte, e assim por diante.

Nesse caso dizemos que as grandezas velocidade e
tempo sdo inversamente proporcionais.

Observe que, duas a duas, as razdes entre os nimeros
que indicam a velocidade sdo iguais ao inverso das razdes
que indicam o tempo:

% = % inverso da razdo %
30 _ 4 50 12
% 17 inverso da razdo 4
30 _ 3 inverso da razdo 12
120 12 3
60 _ 4 20 6
%0 ¢ inverso da razdo 4
% = 3—6 inverso da razdo g—
20 _ 3 inverso da razdo 4
120 6 3

Podemos, entdo, estabelecer que: Duas grandezas
sdo inversamente proporcionais quando a razdo entre os
valores da primeira é igual ao inverso da razdo entre os
valores da segunda.

Acompanhe o exemplo a seguir:

Cinco maquinas iguais realizam um trabalho em 36 dias.
De acordo com esses dados, podemos supor que:

- 0 dobro do nimero de maquinas realiza 0 mesmo
trabalho na metade do tempo, isto é, 18 dias;

- o triplo do nimero de maquinas realiza o mesmo
trabalho na terca parte do tempo, isto ¢, 12 dias.

Entdo concluimos que as grandezas quantidade de
maquinas e tempo sdo inversamente proporcionais.




QUESTOES

1 - (PGE/BA - ASSISTENTE DE PROCURADORIA -
FCC/2013) Uma faculdade ird inaugurar um novo espago
para sua biblioteca, composto por trés saldes. Estima-se
que, nesse espaco, poderdo ser armazenados até 120.000
livros, sendo 60.000 no saldo maior, 15.000 no menor e os
demais no intermediario. Como a faculdade conta atual-
mente com apenas 44.000 livros, a bibliotecaria decidiu co-
locar, em cada saldo, uma quantidade de livros diretamente
proporcional a respectiva capacidade maxima de armaze-
namento. Considerando a estimativa feita, a quantidade de
livros que a bibliotecaria colocara no saldo intermediario é
igual a

A) 17.000.

B) 17.500.

C) 16.500.

D) 18.500.

E) 18.000.

2 - (PREF. PAULISTANA/PI - PROFESSOR DE MATE-
MATICA - IMA/2014) Uma heranca de R$ 750.000,00 deve
ser repartida entre trés herdeiros, em partes proporcionais
a suas idades que sdo de 5, 8 e 12 anos. O mais velho re-
cebera o valor de:

A) R$ 420.000,00

B) R$ 250.000,00

C) R$ 360.000,00

D) R$ 400.000,00

E) R$ 350.000,00

3 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO ADMI-
NISTRATIVO - FCC/2014) Uma empresa foi constituida por
trés sécios, que investiram, respectivamente, R$60.000,00,
R$40.000,00 e R$20.000,00. No final do primeiro ano de
funcionamento, a empresa obteve um lucro de R$18.600,00
para dividir entre os sécios em quantias diretamente pro-
porcionais ao que foi investido. O sdcio que menos investiu
devera receber

A) R$2.100,00.

B) R$2.800,00.

C) R$3.400,00.

D) R$4.000,00.

E) R$3.100,00.

4 - (METRO/SP - AGENTE DE SEGURANCA METRO-
VIARIA | - FCC/2013) Um mosaico foi construido com
triangulos, quadrados e hexagonos. A quantidade de po-
ligonos de cada tipo é proporcional ao nimero de lados
do préprio poligono. Sabe-se que a quantidade total de
poligonos do mosaico é 351. A quantidade de tridngulos e
quadrados somada supera a quantidade de hexdgonos em

A) 108.

B) 27.

Q) 35.

D) 162.

E) 81.
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5 - (PC/SP - OFICIAL ADMINISTRATIVO - VU-
NESP/2014) Foram construidos dois reservatérios de
agua. A razdo entre os volumes internos do primeiro e do
segundo é de 2 para 5, e a soma desses volumes é 14m?.
Assim, o valor absoluto da diferenca entre as capacidades
desses dois reservatorios, em litros, é igual a

A) 8000.

B) 6000.

C) 4000.

D) 6500.

E) 9000.

6 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO ADMI-
NISTRATIVO - FCC/2014) Na tabela abaixo, a sequéncia
de numeros da coluna A é inversamente proporcional a se-
quéncia de nimeros da coluna B.

A B

16 @0

12 X
i 120
4 240

A letra X representa o nimero

7 - (SAMU/SC - ASSISTENTE ADMINISTRATIVO -
SPDM/2012) Carlos dividira R$ 8.400,00 de forma inver-
samente proporcional a idade de seus dois filhos: Marcos,
del2 anos, e Fabio, de 9 anos. O valor que cabera a Fabio
sera de:

A) R$ 3.600,00
B) R$ 4.800,00
C) R$ 7.000,00
D) R$ 5.600,00

8 - (TRT - FCC) Trés técnicos judiciarios arquivaram
um total de 382 processos, em quantidades inversamente
proporcionais as suas respectivas idades: 28, 32 e 36 anos.
Nessas condigdes, é correto afirmar que o nlimero de pro-
cessos arquivados pelo mais velho foi:

A) 112
B) 126
C) 144
D) 152
E) 164




RESPOSTAS

1 - RESPOSTA: “C".

Como ¢é diretamente proporcional, podemos analisar

da seguinte forma:

No saldo maior, percebe-se que é a metade dos livros,
no saldo menor é 1/8 dos livros.

Entdo, como tem 44.000 livros, no saldo maior ficara
com 22.000 e no saldo menor é 5.500 livros.

22000+5500=27500

Saldo intermediario:44.000-27.500=16.500 livros.

2 - RESPOSTA: “C".

5x+8x+12x=750.000

25x=750.000

X=30.000

O mais velho recebera:12-30000=360.000,00

3 - RESPOSTA: “E".

20000 :40000 :60000

1:2: 3

k+2k+3k=18600

6k=18600

k=3100

O socio que investiu R$20.000,00 recebera R$3.100,00.

4 - RESPOSTA: “B".

triangulos: 3x
quadrado: 4x
hexagono: 6x

3x + 4x + 6x = 351

13x = 351

x =27

3x +4x =3.27+ 4.27 =81+ 108 = 189
bx = 6.27 = 162

189-162= 27

5 - RESPOSTA: “B".
Primeiro:2k
Segundo:5k
2k+5k=14

7k=14

K=2

Primeiro=2.2=4
Segundo=5.2=10
Diferenca=10-4=6m>
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6 - RESPOSTA: “B".

16 12
R
X

60
16-60 =12-X

X=80

7 - RESPOSTA: “B".
Marcos: a

Fabio: b

a+b=8400

b=4800

8 - RESPOSTA “A".

Ay _F _ x+y+z z _ 382

1 1 1 71 1 1 1T "1 7246345

28 32 36 36 28 32 36 36 2016

2B 7 g 2002 o 16 =403 =110

111 11 1 36

& 2016 36 36
1 ;_"1 "~ 13imos os inversos dos numeros, ou seja:
28 32 -1 I, '1"_"72+63+53"_ 191 inadores por 4,
icamoscom: 7 g o 504 s04 = . Eliminando-

se os denominadores, temos 191 que corresponde a uma
soma. Dividindo-se a soma pela soma: 382+191=2.56 =112

18
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Razdo

Sejam dois nimeros reais a e b, com b # 0. Chama-se
razdo entre a e b (nessa ordem) o quociente a b, ou .

A razao é representada por um niimero racional, mas é
lida de modo diferente.

Exemplos
3
a) A fragéo g |é-se: "trés quintos”.

b) A razado g |é-se: "3 para 5".

Os termos da razdo recebem nomes especiais.
O ntmero 3 ¢ numerador

37

5 \

a) Na fragdo
O numero 5 é denominador

O ntimero 3 ¢é antecedente

a) Na razdo 3<
5 O niimero 5 ¢ consequente

Exemplo 1
A razdo entre 20 e 50 é &:%;jé a razdo entre 50 e
206 50 _5. 50 5
20 2
Exemplo 2

Numa classe de 42 alunos ha 18 rapazes e 24 mogas. A
razdo entre o nimero de rapazes e o nimero de mogas é

18 3 - .
ek o que significa que para “cada 3 rapazes ha 4
mocas”. Por outro lado, a razdo entre o niUmero de ra

. 18 3
pazes e o total de alunos é dada por -7 o que

equivale a dizer que “de cada 7 alunos na classe, 3 sao
rapazes”.

Razdo entre grandezas de mesma espécie

A razdo entre duas grandezas de mesma espécie é o
quociente dos nimeros que expressam as medidas dessas
grandezas numa mesma unidade.

Exemplo

Uma sala tem 18 m2% Um tapete que ocupar o centro
dessa sala mede 384 dm?. Vamos calcular a razdo entre a
area do tapete e a area da sala.

Primeiro, devemos transformar as duas grandezas em
uma mesma unidade:

Area da sala: 18 m* = 1 800 dm?

Area do tapete: 384 dm?
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Estando as duas areas na mesma unidade, podemos
escrever a razao:
384dm’> 384 16

1800dm> 1800 75

Razao entre grandezas de espécies diferentes
Exemplo 1

Considere um carro que as 9 horas passa pelo quilome-
tro 30 de uma estrada e, as 11 horas, pelo quilémetro 170.

Distancia percorrida: 170 km — 30 km = 140 km
Tempo gasto: 11h — 9h = 2h

Calculamos a razdo entre a distancia percorrida e o
tempo gasto para isso:

140km. _ 2 km 1
2h

A esse tipo de razdo da-se o nome de velocidade média.

Observe que:

- as grandezas "quildbmetro e hora"” sdo de naturezas
diferentes;

- a notacao km/h (lé-se: "quildbmetros por hora") deve
acompanhar a razao.

Exemplo 2

A Regiao Sudeste (Espirito Santo, Minas Gerais, Rio de
Janeiro e Sdo Paulo) tem uma area aproximada de 927 286
km? e uma populacdo de 66 288 000 habitantes, aproxima-
damente, segundo estimativas projetadas pelo Instituto Bra-
sileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) para o ano de 1995.

Dividindo-se o nimero de habitantes pela area, obte-
remos o numero de habitantes por km? (hab./km?):

6628000

=71,5hab.] km*
927286

A esse tipo de razdo da-se o nome de densidade de-
mografica.

A notagdo hab./km? (Ié-se: "habitantes por quilédmetro
quadrado”) deve acompanhar a razao.

Exemplo 3

Um carro percorreu, na cidade, 83,76 km com 8 L de
gasolina. Dividindo-se o nimero de quilémetros percor-
ridos pelo nimero de litros de combustivel consumidos,
teremos o numero de quildmetros que esse carro percorre
com um litro de gasolina:

83.76km _10.47km 11

A esse tipo de razdo da-se o nome de consumo médio.
A notacdao km/| (lé-se: "quilometro por litro”) deve
acompanhar a razao.




Exemplo 4

Uma sala tem 8 m de comprimento. Esse comprimento
é representado num desenho por 20 cm. Qual é a escala
do desenho?

comprimento nosdesenho 20cm  20cm 1
Escala = - = = =—oul:40
comprimento s real 8m  800cm 40

A razao entre um comprimento no desenho e o corres-
pondente comprimento real, chama-se Escala.

Propor¢do

A igualdade entre duas razdes recebe o nome de pro-
porcao.
3 6
Na proporcdo = = 75 (Ié-se: "3 esta para 5 assim como
6 estad para 10”), os numeros 3 e 10 sdo chamados extre-
mos, e os numeros 5 e 6 sdo chamados meios.

Observemos que o produto 3 x 10 = 30 é igual ao pro-
duto 5 x 6 = 30, o que caracteriza a propriedade fundamen-
tal das proporcdes:

“Em toda proporcao, o produto dos meios é igual
ao produto dos extremos”.
Exemplo 1

Na propor¢ao %zg temos2x9=3x6=18;

eem 1_4 temos4x4=1x16 = 16.
4 16
Exemplo 2

Na bula de um remédio pediatrico recomenda-se a
seguinte dosagem: 5 gotas para cada 2 kg do “peso” da
crianca.

Se uma crianca tem 12 kg, a dosagem correta x é dada por:

Sgotas  x
2kg 12kg

— x=30gotas

Por outro lado, se soubermos que foram corretamente
ministradas 20 gotas a uma crianca, podemos concluir que
seu "peso” é 8 kg, pois:

Sgotas

2kg

=20gotas/ p— p =8kg
(nota: o procedimento utilizado nesse exemplo é co-
mumente chamado de regra de trés simples.)
Propriedades da Proporcao
O produto dos extremos é igual ao produto dos meios:

essa propriedade possibilita reconhecer quando duas ra-
z6es formam ou ndo uma proporcao.
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4,12
3e 9 formam uma proporc¢do, pois

Produtos dos extremos < 4_2 =3.12— Produtos dos
meios. 36 36

A soma dos dois primeiros termos esta para o primeiro
(ou para o segundo termo) assim como a soma dos dois
Ultimos esta para o terceiro (ou para o quarto termo).

5_10_ [5+2_10+4 7 _14
2 4 5 10 5 10
ou

5 10 [5+2 1044 7 14
—_—— s == — ) — = —
2 4 2 4 2 4

A diferenca entre os dois primeiros termos esta para
o primeiro (ou para o segundo termo) assim como a dife-
renca entre os dois Ultimos esta para o terceiro (ou para o
quarto termo).

4 8 4-3 8-6 1 2
3 6 4 8 4 8
ou

4 8 4-3 8-6 1 2

—_—_— s — = — = —

3 6 { 3 6 3 6

A soma dos antecedentes esta para a soma dos con-
sequentes assim como cada antecedente esta para o seu
consequente.

12 3 1243 12 15 12
e = —=—
8 2 {8+2 8 10 8
ou

12 3 12+3 3 15 3
_ —_—— =
8 2 8+2 2 10 2

A diferenca dos antecedentes esta para a diferenga dos
consequentes assim como cada antecedente estd para o
seu consequente.

15 5

3 1 3-1 3 2 3
= ===
10 15

- 15-5 15

ou
3-1 1 2

1
15 5 {15—5 5 10 5




Questoes

1 - (VUNESP - AgSegPenClassel-V1 - 2012) — Em um
concurso participaram 3000 pessoas e foram aprovadas
1800. A razdo do numero de candidatos aprovados para o
total de candidatos participantes do concurso é:

A) 2/3

B) 3/5

C) 5/10

D) 2/7

E) 6/7

2 - (VNSP1214/001-AssistenteAdministrativo-1 — 2012)
— Em uma padaria, a razdo entre o nimero de pessoas que
tomam café puro e o nimero de pessoas que tomam café
com leite, de manh3, é 2/3. Se durante uma semana, 180
pessoas tomarem café de manha nessa padaria, e supondo
gue essa razdo permaneca a mesma, pode-se concluir que
o numero de pessoas que tomardo café puro sera:

A) 72

B) 86

C) 94

D) 105

E) 112

3 - (PREF. NEPOMUCENO/MG - TECNICO EM SEGU-
RANCA DO TRABALHO — CONSULPLAN/2013) Num zoolo6-
gico, a razdo entre o numero de aves e mamiferos é igual a
razdo entre o numero de anfibios e répteis. Considerando
que o numero de aves, mamiferos e anfibios séo, respecti-
vamente, iguais a 39, 57 e 26, quantos répteis existem neste

zooldégico?
A) 31
B) 34
C) 36
D) 38
E) 43

4 - (TRT - Técnico Judiciario) Na figura abaixo, os pon-
tos E e F dividem o lado AB do retangulo ABCD em seg-
mentos de mesma medida.

0 = ¢

,’fl

/|

r’ffl
At F B
A razdo entre a area do tridngulo (CEF) e a area do re-

tangulo é:
a) 1/8
b) 1/6
c) 1/2
d) 2/3
e) 3/4
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5 - (CREFITO/SP — ALMOXARIFE — VUNESP/2012) Na
biblioteca de uma faculdade, a relacdo entre a quantidade
de livros e de revistas era de 1 para 4. Com a compra de
novos exemplares, essa relagdo passou a ser de 2 para 3.

Assinale a Unica tabela que esta associada corretamen-
te a essa situagao.

A)
N° de livros | N° de revistas
Antes da compra 50 200
Apods a compra 200 300
B)
N° de livros | N° de revistas
Antes da compra |50 200
Apods a compra 300 200
C)
N° de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 50
Apds a compra 200 300
D)
N° de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 50
Apds a compra 300 200
E)
N° de livros | N° de revistas
Antes da compra | 200 200
Apods a compra | 50 300

6 - (CREFITO/SP — ALMOXARIFE — VUNESP/2012)
Uma rede varejista teve um faturamento anual de 4,2 bi-
Ihdes de reais com 240 lojas em um estado. Considerando
que esse faturamento é proporcional ao nimero de lojas,
em outro estado em que ha 180 lojas, o faturamento anual,
em bilhdes de reais, foi de

A) 275
B) 295
C) 3,15
D) 3,35
E) 3,55

7 - (PREF. IMARUI — AGENTE EDUCADOR — PREF. IMA-
RUI/2014) De cada dez alunos de uma sala de aula, seis sdo
do sexo feminino. Sabendo que nesta sala de aula ha de-
zoito alunos do sexo feminino, quantos sdo do sexo mas-
culino?

A) Doze alunos.

B) Quatorze alunos.

C) Dezesseis alunos.

D) Vinte alunos.
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8 - (TJ/SP — ESCREVENTE TECNICO JUDICIARIO — VUNESP/2013) Em um dia de muita chuva e transito cadtico, 2/5 dos

alunos de certa escola chegaram atrasados, sendo que 1/4 dos atrasados tiveram mais de 30 minutos de atraso. Sabendo
que todos os demais alunos chegaram no horario, pode-se afirmar que nesse dia, nessa escola, a razdo entre o niUmero de
alunos que chegaram com mais de 30 minutos de atraso e nUmero de alunos que chegaram no horario, nessa ordem, foi de

A) 23
B) 1.3
C) 16
D) 34
E) 25

9 - (PMPP1101/001-Escriturario-I-manha — 2012) — A razdo entre as idades de um pai e  de seu filho é hoje de 5/2.

Quando o filho nasceu, o pai tinha 21 anos. A idade do filho hoje é de

A) 10 anos
B) 12 anos
C) 14 anos
D) 16 anos
E) 18 anos

10 - (FAPESP — ANALISTA ADMINISTRATIVO — VUNESP/2012) Em uma fundacéo, verificou-se que a razdo entre o nu-

mero de atendimentos a usuarios internos e o nimero de atendimento total aos usuarios (internos e externos), em um
determinado dia, nessa ordem, foi de 3/5. Sabendo que o nimero de usuarios externos atendidos foi 140, pode-se concluir
que, no total, o nUmero de usuarios atendidos foi

A) 84
B) 100
o 217
D) 280
E) 350

Respostas
1 - Resposta “B”

numero de candidatos aprovados 1800 183
nimero total de candidatos 3000 305

3
5

2 — Resposta “A”
Sejam CP e CL o niUmero de pessoas que consumiram café puro e café com leite respectivamente. Como na semana o

numero total de pessoas que consumiram café foi de 180, temos que:

22

CP+CL = 180
2 cp 2

A relacado encontrada entre eles é de — ; - assim aplicando a propriedade da proporcao teremos:

3°'CL 3

=223 =231802=CP53 CP=2 3 CP=72

cpP 2 cpP
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3 - RESPOSTA: “D”

Aves anfibios

mamiferos  répteis

39 26
57 répteis

< Aplicando-se o produto dos meios

pelos extremos temos:

Sptei 57 26 38
repteis = . =
P 39
4 - Resposta “B”
04) L———— B vl o o 2
Y 231 %
B s 0
3053 w6

5 - RESPOSTA: “A”

Para cada 1 livro temos 4 revistas

Significa que o nimero de revistas é 4x o numero de
livros.

50 livros: 200 revistas

Depois da compra
2 livros :3 revistas
200 livros: 300 revistas
6 - RESPOSTA: “C”
4,2 X
240 180

240.x = 4,2.180 — 240x = 756 — x = 3,15 bilh&es

7 - RESPOSTA: “A”
Como 6 sdo do sexo feminino, 4 sdo do sexo masculi-
no(10-6 = 4) .Entdo temos a seguinte razao: 6

4
B 3ex=729 x=12
4 X
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8- RESPOSTA: “C”

Se 2/5 chegaram atrasados

1 — — = — chegaram no horério
2 1 1
= * — = —— tiveram mais de 30 minutos de atraso
54 10
~ tiveram mais de 30 min de atraso ﬁ
razao = — ==
chegaram no horario A
~ 1 5 1
razao =—--=-oul:6
10 3 6

9 - RESPOSTA: “C"

A razdo entre a idade do pai e do filho é respectiva

P 5
mente 7~z , se quando o filho nasceu o pai tinha 21, sig-
nifica que hoje o pai tem x + 21, onde x ¢ a idade do filho.
Montando a propor¢do teremos:

x+21 5
—— =-=>2.(x+21) =5x > 2x + 42

42
= 5x =>5x—2x=42=>3x=42=>x=?

x = 14 anos

10 - RESPOSTA: “E”
Usuarios internos: I
Usuarios externos : E

I 31
I+E 5 I+140

=> 51 = 31+420 22| = 420 =1 =210

I+E = 210+140 = 350
REGRA DE TRES SIMPLES

Os problemas que envolvem duas grandezas direta-
mente ou inversamente proporcionais podem ser resol-
vidos através de um processo pratico, chamado regra de
trés simples.

Exemplo 1: Um carro faz 180 km com 15L de alcool.
Quantos litros de alcool esse carro gastaria para percorrer
210 km?

Solugao:
O problema envolve duas grandezas: distancia e litros
de élcool.




Indiquemos por x o nimero de litros de alcool a ser
consumido.

Cologuemos as grandezas de mesma espécie em uma
mesma coluna e as grandezas de espécies diferentes que
se correspondem em uma mesma linha:

Distancia (km) Litros de alcool
180 15
210 X

Na coluna em que aparece a varidvel x ("litros de
alcool”), vamos colocar uma flecha:

Distancia (km) Litros de alcool
180 15l
210 X

Observe que, se duplicarmos a distancia, o consumo
de alcool também duplica. Entdo, as grandezas distancia
e litros de alcool sdo diretamente proporcionais. No es-
quema que estamos montando, indicamos esse fato colo-
cando uma flecha na coluna “distancia” no mesmo sentido
da flecha da coluna "litros de alcool"”:

Distancia (km) Litros de alcool
180 15
210 l X l

mesmo sentido

Armando a proporcao pela orientacdo das flechas, temos:

180° 15 P 6x=7.15D6x=105Fx= 10 Dy
2100 ¥ =175 6
Resposta: O carro gastaria 17,5 L de alcool.

Exemplo 2: Viajando de automovel, a velocidade
de 60 km/h, eu gastaria 4 h para fazer certo percurso.
Aumentando a velocidade para 80 km/h, em quanto tempo
farei esse percurso?

Solugdo:Indicando porx o nimero de horas e colocando
as grandezas de mesma espécie em uma mesma coluna e
as grandezas de espécies diferentes que se correspondem
em uma mesma linha, temos:

Velocidade (km/h) Tempo (h)
60 4
80 X

Na coluna em que aparece a variavel x (“tempo”),
vamos colocar uma flecha:

Velocidade (km/h) Tempo (h)
60 4l
80 X
Observe que, se duplicarmos a velocidade, o tempo
fica reduzido a metade. Isso significa que as grandezas
velocidade e tempo sdo inversamente proporcionais.
No nosso esquema, esse fato é indicado colocando-se na

coluna “velocidade” uma flecha em sentido contrario ao
da flecha da coluna “tempo”:

24 o
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Velocidade (km/h) Tempo (h)
60 T 4 l
80 X
t t

sentidos contrarios
Na montagem da propor¢do devemos seguir o sentido
das flechas. Assim, temos:

4 _s6*

= — — _12 —
. /663 D4x=4.3 D 4x=12 ')X—Z')x—3

Resposta: Farei esse percurso em 3 h.

Exemplo 3: Ao participar de um treino de Formula 1, um
competidor, imprimindo velocidade média de 200 km/h, faz
o percurso em 18 segundos. Se sua velocidade fosse de 240
km/h, qual o tempo que ele teria gasto no percurso?

Vamos representar pela letra x o tempo procurado.

Estamos relacionando dois valores da grandeza velocidade
(200 km/h e 240 km/h) com dois valores da grandeza tempo
(18 sexs).

Queremos determinar um desses valores, conhecidos os
outros trés.

Velocidade | Tempo gasto para fazer o percurso
200 km/h 18s
240 km/h X

Se duplicarmos a velocidade inicial do carro, o tempo gasto
para fazer o percurso caira para a metade; logo, as grandezas
sdo inversamente proporcionais. Assim, os nimeros 200 e 240
sdo inversamente proporcionais aos numeros 18 e x.

Dai temos:

200.18 = 240 . x

3 600 = 240x

240x = 3 600
X = 3600
240
x=15

Conclui-se, entdo, que se o competidor tivesse andando
em 200 km/h, teria gasto 18 segundos para realizar o percurso.

REGRA DE TRES COMPOSTA

O processo usado para resolver problemas que envolvem
mais de duas grandezas, diretamente ou inversamente
proporcionais, é chamado regra de trés composta.

Exemplo 1: Em 4 dias 8 maquinas produziram 160 pecas.
Em quanto tempo 6 maquinas iguais as primeiras produziriam
300 dessas pegas?

Solucéo: Indiquemos o nimero de dias por x. Coloquemos
as grandezas de mesma espécie em uma s6 coluna e as
grandezas de espécies diferentes que se correspondem em
uma mesma linha. Na coluna em que aparece a variavel x
(“dias”), coloquemos uma flecha:




Méquinas Pecas Dias
8 160 4l
6 300 X

Comparemos cada grandeza com aquela em que esta o x.

As grandezas pegas e dias sdo diretamente
proporcionais. No nosso esquema isso serad indicado
colocando-se na coluna “pecas” uma flecha no mesmo
sentido da flecha da coluna “dias":

Maéquinas  Pecas Dias
8 160 l 4 l
6 300 X
A 4

Mesmo sentido

As grandezas maquinas e dias sdo inversamente
proporcionais (duplicando o numero de maquinas, o
numero de dias fica reduzido a metade). No nosso esquema
isso serd indicado colocando-se na coluna (maquinas) uma
flecha no sentido contréario ao da flecha da coluna “dias":

Méquinas Pecgas Dias
ST 160 l 4 l
6 300 X
4 4

Sentidos contrarios

Agora vamos monfar a propor¢ao, igualando a razao
que contém o x, que é ;, com o produto das outras razoes,
obtidas segundo a orientacao das flechas (6 160):

4 & 16" 87300
zgg"ym@

=> 2x=4.5 a x=/4£ => x =10
2

S b&

=~ x|

Resposta: Em 10 dias.

Exemplo 2: Uma empreiteira contratou 210 pessoas
para pavimentar uma estrada de 300 km em 1 ano. Apds
4 meses de servico, apenas 75 km estavam pavimentados.
Quantos empregados ainda devem ser contratados para
que a obra seja concluida no tempo previsto?

Solucéo: Em E de ano foi pavimentada — de estrada.

Comparemos cada grandeza com aquela em que esta
O X.

Pessoas Estrada Tempo
210 l 75 4T
X 225 8
3

Sentido contrario
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As grandezas “pessoas” e “tempo” sdo inversamente
proporcionais (duplicando o nimero de pessoas, o tem-
po fica reduzido a metade). No nosso esquema isso seré
indicado colocando-se na coluna “tempo” uma flecha no
sentido contréario ao da flecha da coluna “pessoas”:

Pessoas Estrada Tempo
210 l 75 4
X 22 8

Mesmo Sentido

As grandezas “pessoas” e “estrada” sao diretamente
proporcionais. No nosso esquema isso sera indicado colo-
cando-se na coluna “estrada” uma flecha no mesmo senti-
do da flecha da coluna “pessoas”:

210 75" &
x5 4
210 2
x 3

210.3=2x=> 2x =630 = x =315

Como ja haviam 210 pessoas trabalhando, logo 315 —
210 = 105 pessoas.

Reposta: Devem ser contratados 105 pessoas.
Questdes

1 - (FUNDACAO CASA - AGENTE DE APOIO OPE-
RACIONAL - VUNESP/2013) Um atleta esta treinando
para fazer 1 500 metros em 5 minutos. Como ele pretende
manter um ritmo sempre constante, deve fazer cada 100
metros em

A) 15 segundos.

B) 20 segundos.

C) 22 segundos.

D) 25 segundos.

E) 30 segundos.

2 — (SAP/SP — AGENTE DE SEGURANCA PENITEN-
CIARIA DE CLASSE | - VUNESP/2013) Uma maquina de-
mora 1 hora para fabricar 4 500 pecas. Essa mesma maqui-
na, mantendo o mesmo funcionamento, para fabricar 3 375
dessas mesmas pecas, ira levar

A) 55 min.

B) 15 min.

C) 35 min.

D) 1h 15min.

E) 45 min.




3 - (PREF. IMARUI - AGENTE EDUCADOR - PREF.
IMARUI/2014) Manoel vendeu seu carro por R$27.000,00(-
vinte e sete mil reais) e teve um prejuizo de 10%(dez por
cento) sobre o valor de custo do tal veiculo, por quanto
Manoel adquiriu o carro em questdo?

A) R$24.300,00

B) R$29.700,00

C) R$30.000,00

D)R$33.000,00

E) R$36.000,00

4 - (DNOCS -2010) Das 96 pessoas que participaram
de uma festa de Confraternizacdo dos funcionarios do De-
partamento Nacional de Obras Contra as Secas, sabe-se
que 75% eram do sexo masculino. Se, num dado momento
antes do término da festa, foi constatado que a porcen-
tagem dos homens havia se reduzido a 60% do total das
pessoas presentes, enquanto que o numero de mulheres
permaneceu inalterado, até o final da festa, entdo a quanti-
dade de homens que haviam se retirado era?

A) 36.

B) 38.

C) 40.

D) 42.

E) 44.

5 - (SABESP - APRENDIZ - FCC/2012) Em uma ma-
quete, uma janela de formato retangular mede 2,0 cm de
largura por 3,5 cm de comprimento. No edificio, a largura
real dessa janela serad de 1,2 m. O comprimento real corres-
pondente sera de:

A)18m

B)1,35m

Ol5m

D)21m

E) 2,45 m

6 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO ADMI-
NISTRATIVO - FCC/2014) O trabalho de varricao de 6.000
m? de calcada é feita em um dia de trabalho por 18 varre-
dores trabalhando 5 horas por dia. Mantendo-se as mes-
mas proporcdes, 15 varredores varrerdo 7.500 m? de calca-
das, em um dia, trabalhando por dia, o tempo de

A) 8 horas e 15 minutos.

B) 9 horas.

C) 7 horas e 45 minutos.

D) 7 horas e 30 minutos.

E) 5 horas e 30 minutos.

7—-(PREF. CORBELIA/PR-CONTADOR - FAUEL/2014)
Uma equipe constituida por 20 operarios, trabalhando 8
horas por dia durante 60 dias, realiza o calcamento de uma
area igual a 4800 m> Se essa equipe fosse constituida por
15 operarios, trabalhando 10 horas por dia, durante 80
dias, faria o calcamento de uma éarea igual a:

A) 4500 m?

B) 5000 m?

C) 5200 m?

D) 6000 m?

E) 6200 m?

zs o
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8 - (PC/SP - OFICIAL ADMINISTRATIVO - VU-
NESP/2014) Dez funcionarios de uma reparticdo traba-
lham 8 horas por dia, durante 27 dias, para atender certo
numero de pessoas. Se um funcionario doente foi afastado
por tempo indeterminado e outro se aposentou, o total de
dias que os funcionarios restantes levardo para atender o
mesmo numero de pessoas, trabalhando uma hora a mais
por dia, no mesmo ritmo de trabalho, sera:

A) 29.

B) 30.
C) 33.
D) 28.

E) 31.

9 - (TRF 3% - TECNICO JUDICIARIO - FCC/2014) Sa-
be-se que uma maquina copiadora imprime 80 copias em
1 minuto e 15 segundos. O tempo necessario para que 7
magquinas copiadoras, de mesma capacidade que a primei-
ra citada, possam imprimir 3360 cépias é de

A) 15 minutos.

B) 3 minutos e 45 segundos.

C) 7 minutos e 30 segundos.

D) 4 minutos e 50 segundos.

E) 7 minutos.

10 - (PREF. JUNDIAI/SP — ELETRICISTA — MAKIYA-
MA/2013) Os 5 funcionéarios de uma padaria produzem,
utilizando trés fornos, um total de 2500 paes ao longo das
10 horas de sua jornada de trabalho. No entanto, o dono
de tal padaria pretende contratar mais um funcionario,
comprar mais um forno e reduzir a jornada de trabalho de
seus funcionarios para 8 horas diarias. Considerando que
todos os fornos e funcionarios produzem em igual quan-
tidade e ritmo, qual serd, ap6s as mudancas, o nimero de
paes produzidos por dia?

A) 2300 paes.

B) 3000 paes.

C) 2600 paes.

D) 3200 paes.

E) 3600 paes.

Respostas

1- RESPOSTA: "B”

Como as alternativas estdo em segundo, devemos tra-
balhar com o tempo em segundo.

1 minuto = 60 segundos ; logo 5minutos = 60.5 = 300
segundos

Metro Segundos
1500 ----- 300
100 ----- X

Como estamos trabalhando com duas grandezas dire-
tamente proporcionais temos:

150015 _ 300
_1001 x

15.x = 300.1 =» 15x = 300 =» x = 20 segundos




2- RESPOSTA: “E".

Pecas Tempo
4500 ----- 1h
3375 ----- X

Como estamos trabalhando com duas grandezas dire-
tamente proporcionais temos:

4500 _ 1

3375 «x

4500x = 33751 ¥ x=0,75h

Como a resposta esta em minutos devemos achar o
correspondente em minutos

Hora Minutos
1 - 60

1.x = 0,75.60 = x = 45 minutos.

3. RESPOSTA: “C”
Como ele teve um prejuizo de 10%, quer dizer 27000 é
90% do valor total.
Valor %
27000 ------ 90
X e 100

27000 _ _90° 27000
x _A0010 x

=» x = 30000.

= %— 27000.10 =» 9x = 270000

4. RESPOSTA : A"

75% Homens = 72

25% Mulheres = 24 Antes
40% Mulheres = 24

60% Homens = x Depois
40% -------------- 24

60% -----=-==-=n-- X

1440
40X=60.24-)X=?-)X=36.

Portanto: 72 — 36 = 36 Homens se retiraram.

5. RESPOSTA: "D"

Transformando de cm para metro temos : 1 metro =
100cm

=22cm=002me35cm=0035m

Largura comprimento
0,02m ------------ 0,035m
1.2m ----mmmmmeee- X

| L 5.0035
YT 002 T
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6. - RESPOSTA: "D".
Comparando- se cada grandeza com aquela onde esta o x.

M?21 varredores!  horast
6000-------------- 18---nnmmmeeee- 5
745100 E— 1 —— X

Quanto mais a area, mais horas(diretamente propor-

cionais)

Quanto menos trabalhadores, mais horas(inversamen-

te proporcionais)

5 6000 15
x 7500 18

6000-15-x=5-7500-18
90000x = 675000
x = 7,5 horas

Como 0,5 h equivale a 30 minutos , logo o tempo sera

de 7 horas e 30 minutos.

7 - RESPOSTA: "D".

Operérios!? horas? dias? areal
20-------mmmee e R 60------- 4800
15----oomoe - 10------------ 80-------- X

Todas as grandezas sao diretamente proporcionais, logo:

4800 20 8 60
x 15 10 80
20-8-60-x =4800-15-10-80
9600x = 57600000
x = 6000m?

8- RESPOSTA: "B”
Temos 10 funcionarios inicialmente, com os afastamen-

to esse numero passou para 8. Se eles trabalham 8 horas

por dia , passardo a trabalhar uma hora a mais perfazendo
um total de 9 horas, nesta condigdes temos:

Funcionarios? horas? dias!
10--------------- 8- 27
8- Q-mmmmmmmme - X

Quanto menos funcionarios, mais dias devem ser tra-
balhados (inversamente proporcionais).

Quanto mais horas por dia, menos dias devem ser tra-
balhados (inversamente proporcionais).

Funcionarios! horas! dias!
S I 27
T N S X
27~ 2.2 5489 =27108 4 72x = 2160 2 x = 30
dias.* 10 8




9 - RESPOSTA: "C".

Transformando o tempo para segundos: 1 min e 15 se-
gundos = 75 segundos

Quanto mais maquinas menor o tempo (flecha con-
traria) e quanto mais copias, mais tempo (flecha mesma
posicao)

Maquinatl cépias! tempol
1 80----------- 75 segundos
R 3360----------- X

Devemos deixar as 3 grandezas da mesma forma, in-
vertendo os valores de” maquina”.

Maquinal cépiasl  tempol
T 80---------- 75 segundos
R 3360--------- X

75 7 80

x 1 3360 -»x.7.80 = 75.1.3360 =» 560x = 252000
=» x = 450 segundos

Transformando
Iminuto----- 60segundos
X-====mmmmmmm- 450

x=7,5 minutos=7 minutos e 30segundos.

10 - RESPOSTA: "D".

Funcionarios?  Fornos? pdes?  horas?
L et LR R 2500---------- 10
6----mmmmm oo g e N 8

As flecham indicam se as grandezas sdo inversamente
ou diretamente proporcionais.

Quanto mais funcionarios mais paes sao feitos(direta-
mente)

5-3-10x =2500-6-4-8
150x = 480000
x = 3200 paes.

zs ®
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( PORCENTAGEM E JURO SIMPLES; )

PORCENTAGEM

E uma fracdo de denominador centesimal, ou seja,
é uma fracdo de denominador 100. Representamos
porcentagem pelo simbolo % e |é-se: “por cento”.

Deste modo, a fracdo — é uma porcentagem que
podemos representar por 504

Forma Decimal: E comum representarmos uma
porcentagem na forma decimal, por exemplo, 35% na
forma decimal seriam representados por 0,35.

75
of — 7=
75% = 00 = 0,75
Célculo de uma Porcentagem: Para calcularmos uma
porcentagem p% de V, basta multiplicarmos a fracdo _£_
por V. 100

p
[o) - =

P% de V = 100" \Y

Exemplo 1 ’

23% de 240 = ==, 240 = 55,2

100

Exemplo 2

Em uma pesquisa de mercado, constatou-se que 67%
de uma amostra assistem a um certo programa de TV.
Se a populagdo é de 56.000 habitantes, quantas pessoas
assistem ao tal programa?

Resolucdo: 67% de 56 000 = %.56000 — 37520

Resposta: 37 520 pessoas.

Porcentagem que o lucro representa em relagcao ao
preco de custo e em relacao ao preco de venda

Chamamos de lucro em uma transacdo comercial de
compra e venda a diferenca entre o preco de venda e o
preco de custo.

Lucro = prego de venda — preco de custo

Caso essa diferenca seja negativa, ela sera chamada de
prejuizo.

Assim, podemos escrever:
Preco de custo + lucro = preco de venda
Preco de custo — prejuizos = preco de venda

Podemos expressar o lucro na forma de porcentagem
de duas formas:

Lucro sobre o custo = lucro/preco de custo. 100%

Lucro sobre a venda = lucro/preco de venda. 100%

Observacdo: A mesma analise pode ser feita para o
caso de prejuizo.




Exemplo

Uma mercadoria foi comprada por R$ 500,00 e vendida
por R$ 800,00.

Pede-se:

- 0 lucro obtido na transacao;

- a porcentagem de lucro sobre o preco de custo;

- a porcentagem de lucro sobre o preco de venda.

Resposta:
Lucro = 800 - 500 = R$ 300,00
L =3%-0,60=60%

< 500
300
L, = 200" 0,375 = 37,5%

Aumento

Aumento Percentual: Consideremos um valor inicial
V que deve sofrer um aumento de p% de seu valor.
Chamemos de A o valor do aumento e V, o valor apos o

aumento. Entdo, A = p% de V =%. \%

_ _ P
VA—V+A—V+100.V

_ v
Vo= (1+55)-V

Em que (1 + %) € o fator de aumento.

Desconto

Desconto Percentual: Consideremos um valor inicial
V que deve sofrer um desconto de p% de seu valor.
Chamemos de D o valor do desconto e V, o valor ap6s o
desconto. Entdo, D = p% de V = %. \%

V,=V-D=V--L v
100

Em que (1 - %) é o fator de desconto.
Exemplo

Uma empresa admite um funcionario no més de janeiro
sabendo que, j& em marco, ele terda 40% de aumento. Se a
empresa deseja que o salario desse funcionario, a partir de
mar¢o, seja R$ 3 500,00, com que salério deve admiti-lo?

Resolugdo: V, = 1,4 .V

3500=14.V

3500
= ——=12500
v L4

Resposta: R$ 2 500,00
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Aumentos e Descontos Sucessivos: Consideremos
um valor inicial V, e vamos considerar que ele ird sofrer
dois aumentos sucessivos de p,% e p,%. Sendo V, o valor
apo6s o primeiro aumento, temos:

V.=V.(@1+ D)

! 100

Sendo V, o valor apés o segundo aumento, temos:
V,=V,.(1+ P)

100
V. =V.(1+ ) 1+ 2
2 (+1oo) ( +100)

Sendo V um valor inicial, vamos considerar que ele ira
sofrer dois descontos sucessivos de p,% e p,%.

Sendo V, o valor apés o primeiro desconto, temos:
V,=V.(1- 1’.%10)

Sendo V0 valor ap6s o segundo desconto, temos:

V.=V . (1-2

2= V- 100)

V, =V.(1-2). (1-P)
100 100

Sendo V um valor inicial, vamos considerar que ele ira
sofrer um aumento de p,% e, sucessivamente, um desconto
de p,%.

Sendo V, o valor apés o aumento, temos:

V. =V.(1+ 2

L ( 100)
Sendo V, o valor apos o desconto, temos:
V,=V,.(1-P)

100
V, =V.(L+ 2) . (1-22)
100 100

Exemplo

(VUNESP-SP) Uma instituicdo bancéaria oferece um
rendimento de 15% ao ano para depositos feitos numa
certa modalidade de aplicacdo financeira. Um cliente deste
banco deposita 1 000 reais nessa aplicacdo. Ao final de n
anos, o capital que esse cliente terd em reais, relativo a esse
depdsito, sdo:

. pY
R | :VA= 1+— |
esolucao [ 100)

VA = [13) .1000
100

VA=1000.(1,15)n
VA =1000.1,15n
VA =1 150,00n
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QUESTOES

1 - (PREF. AMPARO/SP — AGENTE ESCOLAR — CONRIO/2014) Se em um tanque de um carro for misturado 45 litros
de etanol em 28 litros de gasolina, qual sera o percentual aproximado de gasolina nesse tanque?

A) 38,357%

B) 38,356%

C) 38,358%

D) 38,359%

2 - (CEF / Escriturdrio) Uma pessoa x pode realizar uma certa tarefa em 12 horas. Outra pessoa, y, € 50% mais eficiente
que x. Nessas condic¢bes, o nimero de horas necessarias para que y realize essa tarefa é :

A) 4

B) 5

Q6

D)7

E) 8

3 - (SABESP — APRENDIZ - FCC/2012) Observe a tabela que indica o consumo mensal de uma mesma torneira da pia
de uma cozinha, aberta meia volta por um minuto, uma vez ao dia.

Torneira alimentada Torneira alimentada
por agua de rua por agua da caixa
Consumo mensal por 1 minuto 3 5
de uso, 1 vez ao dia 28,025 m f.2m

(http:if'www.sabesp.com.briCalandraWeb/animacoes/index_html. Acessado em 15/03/2012)

Em relagdo ao cosumo mensal da torneira alimentada pela dgua da rua, o da torneira alimentada pela 4gua da caixa
representa, aproximadamente,

A) 20%

B) 26%

C) 30%

D) 35%

E) 40%

4 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO ADMINISTRATIVO - FCC/2014) O preco de uma mercadoria, na loja J, é
de R$ 50,00. O dono da loja J resolve reajustar o prego dessa mercadoria em 20%. A mesma mercadoria, na loja K, é vendida
por R$ 40,00. O dono da loja K resolve reajustar o preco dessa mercadoria de maneira a igualar o preco praticado na loja J
apos o reajuste de 20%. Dessa maneira o dono da loja K deve reajustar o preco em

A) 20%.

B) 50%.

C) 10%.

D) 15%.

E) 60%.

5 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO ADMINISTRATIVO - FCC/2014) O preco de venda de um produto, des-
contado um imposto de 16% que incide sobre esse mesmo preco, supera o preco de compra em 40%, os quais constituem
o lucro liquido do vendedor. Em quantos por cento, aproximadamente, o preco de venda é superior ao de compra?

A) 67%.

B) 61%.

C) 65%.

D) 63%.

E) 69%.

6 - (DPE/SP - AGENTE DE DEFENSORIA PUBLICA - FCC/2013) Um comerciante comprou uma mercadoria por R$
350,00. Para estabelecer o preco de venda desse produto em sua loja, o comerciante decidiu que o valor deveria ser sufi-
ciente para dar 30% de desconto sobre o preco de venda e ainda assim garantir lucro de 20% sobre o preco de compra.
Nessas condigdes, o preco que o comerciante deve vender essa mercadoria é igual a
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A) R$ 620,00.
B) R$ 580,00.
C) R$ 600,00.
D) R$ 590,00.
E) R$ 610,00.

7 - (DPE/SP - AGENTE DE DEFENSORIA PUBLICA -
FCC/2013) Uma bolsa contém apenas 5 bolas brancas e 7
bolas pretas. Sorteando ao acaso uma bola dessa bolsa, a
probabilidade de que ela seja preta é

A) maior do que 55% e menor do que 60%.

B) menor do que 50%.

C) maior do que 65%.

D) maior do que 50% e menor do que 55%.

E) maior do que 60% e menor do que 65%.

8 - PREF. JUNDIAI/SP — ELETRICISTA - MAKIYA-
MA/2013) Das 80 criancas que responderam a uma en-
quete referente a sua fruta favorita, 70% eram meninos.
Dentre as meninas, 25% responderam que sua fruta favori-
ta era a maca. Sendo assim, qual porcentagem representa,
em relagdo a todas as criancas entrevistadas, as meninas
que tém a maga como fruta preferida?

A) 10%

B) 1,5%

Q) 25%

D) 7,5%

E) 5%

9 - (PM/SE — SOLDADO 39CLASSE - FUNCAB/2014)
Numa liquidacdo de bebidas, um atacadista fez a seguinte
promogao:

Cerveja em lata: R$ 2,40 a unidade.

Na compra de duas embalagens com
12 unidades cada, ganhe 25% de desconto no
valor da segunda embalagem.

Alexandre comprou duas embalagens nessa promogao
e revendeu cada unidade por R$3,50. O lucro obtido por
ele com a revenda das latas de cerveja das duas embala-
gens completas foi:

A) R$33,60

B) R$28,60

C) R$26,40

D) R$40,80

E) R$43,20

10 - (PM/SE - SOLDADO 39CLASSE - FUNCAB/2014)
Leildo de veiculos apreendidos do Detran aconteceu no dia
7 de dezembro.

O Departamento Estadual de Transito de Sergipe — De-
tran/SE - realizou, no dia 7 de dezembro, sabado, as 9 ho-
ras, no Espaco Emes, um leildo de veiculos apreendidos em
fiscalizacGes de transito. Ao todo foram leiloados 195 vei-
culos, sendo que 183 foram comercializados como sucatas
e 12 foram vendidos como aptos para circulagdo.
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Quem arrematou algum dos lotes disponiveis no leildo
pagou 20% do lance mais 5% de comissao do leiloeiro no
ato da arrematagdo. Os 80% restantes foram pagos impre-
terivelmente até o dia 11 de dezembro.

Fonte: http://www.ssp.se.gov.br05/12/13 (modificada).

Vitor arrematou um lote, pagou o combinado no ato
da arrematacdo e os R$28.800,00 restantes no dia 10 de
dezembro. Com base nas informacdes contidas no texto,
calcule o valor total gasto por Vitor nesse leildo.

A) R$34.600,00

B) R$36.000,00

C) R$35.400,00

D) R$32.000,00

E) R$37.800,00

RESPOSTAS

1 - RESPOSTA: “B".
Mistura:28+45=73

73------ 100%
28------ X
X=38,356%

2 - RESPOSTA “C".
12 horas —» 100 % 12
50 % de 12 horas = ?= 6 horas

X =12 horas — 100 % = total de horas trabalhado

Y = 50 % mais rapido que X.

Entéo, se 50% de 12 horas equivalem a 6 horas, logo Y
faz o mesmo trabalho em 6 horas.

3 - RESPOSTA: “B".

28,026

= 0,256 = 26%

4 - RESPOSTA: “B".

Loja J:50 + 0,2.50 = 60
Loja K:40 4+ x. 40 = 60

40x = 20
x =05

O reajuste deve ser de 50%.
5 - RESPOSTA: “A”.

Preco de venda: PV

Preco de compra: PC

Note que: 1,4 = 100%+40% ou 1+0,4.Como ele supe-
rou o preco de venda (100%) em 40% , isso significa soma
aos 100% mais 40%, logo 140%= 1,4.

PV - 0,16PV = 1,4PC

0,84PV=1,4PC




O preco de venda é 67% superior ao preco de compra.

6 - RESPOSTA: “C".

Prego de venda: PV

Preco de compra: 350

30% de desconto, deixa o produto com 70% do seu
valor.

Como ele queria ter um lucro de 20% sobre o preco
de compra, devemos multiplicar por 1,2(350+0,2.350) =»
0,7PV =1,2.350

350
PV =12-—=600
0,7

]

O prego de venda deve ser R$600,00.

7 - RESPOSTA: “A”".
Ao todo tem 12 bolas, portanto a probabilidade de se
tirar uma preta é:

7
P=—=10,583 =58,3%
12

8 - RESPOSTA: “D".

Tem que ser menina E gostar de maca.
Meninas:100-70=30%

30 25 3 1
Too 100 . Simplificando temos P = T 10 20 ™
P =0,075.100% = 7,5%.

9 - RESPOSTA: “A".

2,40-12 = 28,80
segunda embalagem: 28,80 - 0,75 = 21,60
as duas embalagens: 28,80 + 21,60 = 50,40
revenda: 3,5 - 24 = 84,00
lucro: R$84,00 — R$50,40 = R$33,60

O lucro de Alexandre foi de R$33,60.

10 - RESPOSTA: “E”.
R$28.800------- 80%

28 800-100
x =———=36000
80

36.000-5
100

valor da comissio: = 1800

Valor total: R$36.000,00+R$1.800,00=R$37.800,00
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JUROS SIMPLES

Toda vez que falamos em juros estamos nos referindo
a uma quantia em dinheiro que deve ser paga por um
devedor, pela utilizagdo de dinheiro de um credor (aquele
que empresta).

- Os juros sdo representados pela letra j.

- O dinheiro que se deposita ou se empresta chamamos
de capital e é representado pela letra C.

- O tempo de depdsito ou de empréstimo ¢é
representado pela letra t.

- A taxa de juros é a razdo centesimal que incide sobre
um capital durante certo tempo. E representado pela letra i
e utilizada para calcular juros.

Chamamos de simples os juros que sdo somados ao
capital inicial no final da aplicagéo.

Devemos sempre relacionar taxa e tempo numa mesma
unidade:

Taxa anual --------------------- tempo em anos
Taxa mensal-------------------- tempo em meses
Taxa diria---------------------- tempo em dias

Consideremos, como exemplo, o seguinte problema:

Uma pessoa empresta a outra, a juros simples, a quan-
tia de R$ 3. 000,00, pelo prazo de 4 meses, a taxa de 2% ao
més. Quanto devera ser pago de juros?

Resolucao:

- Capital aplicado (C): R$ 3.000,00
- Tempo de aplicacdo (t): 4 meses
- Taxa (i): 2% ou 0,02 a.m. (= ao més)

Fazendo o céalculo, més a més:

- No final do 1° periodo (1 més), os juros serdo: 0,02 x
R$ 3.000,00 = R$ 60,00

- No final do 2° periodo (2 meses), os juros serdo: R$
60,00 + R$ 60,00 = R$ 120,00

- No final do 3° periodo (3 meses), os juros serdo: R$
120,00 + R$ 60,00 = R$ 180,00

- No final do 4° periodo (4 meses), os juros serdo: R$
180,00 + R$ 60,00 = R$ 240,00

Desse modo, no final da aplicacdo, deverao ser pagos
R$ 240,00 de juros.

Fazendo o célculo, periodo a periodo:

- No final do 1° periodo, os juros serdo: i.C

- No final do 2° periodo, os juros serdo: i.C + i.C

- No final do 3° periodo, os juros serdo: i.C + i.C + i.C

- No final do periodo t, os juros serdo: i.C + i.C +i.C +
. +i.C

Portanto, temos:




Observacgoes:

1) A taxa i e o tempo t devem ser expressos na mesma
unidade.

2) Nessa formula, a taxa i deve ser expressa na forma
decimal.

3) Chamamos de montante (M) a soma do capital
com os juros, ou seja: Na formula J= C . i . t, temos quatro
variaveis. Se trés delas forem valores conhecidos, podemos
calcular o 4° valor.

M=C+j

Exemplo

A que taxa esteve empregado o capital de R$ 20.000,00
para render, em 3 anos, R$ 28.800,00 de juros? (Observacéo:
Como o tempo estd em anos devemos ter uma taxa anual.)

C = R$ 20.000,00

t =3 anos
j = R$ 28.800,00
i =7 (a0 ano)
j= Gt
100
28 800 = 20000..3
100

28 800 = 600 . i
i = 28.800

600
i=48

Resposta: 48% ao ano.
JUROS COMPOSTOS

O capital inicial (principal) pode crescer, como ja
sabemos, devido aos juros, segundo duas modalidades, a
saber:

Juros simples - ao longo do tempo, somente o principal
rende juros.

Juros compostos - apds cada periodo, os juros sdo
incorporados ao principal e passam, por sua vez, a render
juros. Também conhecido como “juros sobre juros”.

Vamos ilustrar a diferenca entre os crescimentos de um
capital através juros simples e juros compostos, com um
exemplo: Suponha que $100,00 sdo empregados a uma
taxa de 10% a.a. (ao ano) Teremos:

Principal = 100 Juros simples

M2 de anos Mantante simples Montante composto

1 100+0,1(100) = 110 100+0,1¢100) = 110,00
2 1104010100y =120 110+0,10110) = 121,00
3 1204010100y = 130 121+0,1(121) = 133,10
4 1304010100y = 140 1331401013310 = 14641
7] 1404010100y =150 14641+01(14641)= 161,05
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Observe que o crescimento do principal segundo juros
simples é LINEAR enquanto que o crescimento segundo juros
compostos é EXPONENCIAL, e, portanto tem um crescimento
muito mais “rapido”. Isto poderia ser ilustrado graficamente
da seguinte forma:

c
jurds compastos
juros simples
110
1 t

Na pratica, as empresas, 6rgdos governamentais e
investidores particulares costumam reinvestir as quantias
geradas pelas aplicagdes financeiras, o que justifica o emprego
mais comum de juros compostos na Economia. Na verdade, o
uso de juros simples ndo se justifica em estudos econémicos.

Férmula para o célculo de Juros compostos

Considere o capital inicial (principal P) $1000,00 aplicado a
uma taxa mensal de juros compostos (i) de 10% (i = 10% a.m.).
Vamos calcular os montantes (principal + juros), més a més:
Apods o 1° més, teremos: M, = 1000 x 1,1 = 1100 = 1000(1 + 0,1)
Apods 0 2° més, teremos: M, = 1100x 1,1 = 1210 = 1000(1 + 0,1)
Apos 0 3° més, teremos: M, = 1210x 1,1 = 1331 = 1000(1 + 0,1)*

Apos o n° (enésimo) més, sendo S o montante, teremos
evidentemente: S = 1000(1 + 0,1)"

De uma forma genérica, teremos para um principal P
aplicado a uma taxa de juros compostos i durante o periodo
n:S=P (1 +i)" onde S = montante, P = principal, i = taxa
de juros e n = nimero de periodos que o principal P (capital
inicial) foi aplicado.

Nota: Na férmula acima, as unidades de tempo referentes
ataxa de juros (i) e do periodo (n), tem de ser necessariamente
iguais. Este é um detalhe importantissimo, que ndo pode ser
esquecido! Assim, por exemplo, se a taxa for 2% ao més e
o periodo 3 anos, deveremos considerar 2% ao més durante
3x12=36 meses.

Exemplos
1 — Expresse o nimero de periodos n de uma aplicacéo,
em funcdo do montante S e da taxa de aplicacdo i por periodo.

Solucao:

Temos S = P(1+i)"

Logo, S/P = (1+i)

Pelo que ja conhecemos de logaritmos, poderemos
escrever:

n =log 4, (S/P) . Portanto, usando logaritmo decimal
(base 10), vem:

= log(S/P) logS—IlogP
log(1+1) log(1+1)

Temos também da expressao acima que: n.log(l + i) =
logS - logP




Deste exemplo, da para perceber que o estudo dos
juros compostos é uma aplicacao pratica do estudo dos
logaritmos.

2 — Um capital é aplicado em regime de juros compostos
a uma taxa mensal de 2% (2% a.m.). Depois de quanto tempo
este capital estarad duplicado?

Solucao: Sabemos que S = P (1 + i)". Quando o capital
inicial estiver duplicado, teremos S = 2P.

Substituindo, vem: 2P = P(1+0,02)" [Obs: 0,02 = 2/100 = 2%]

Simplificando, fica:

2 =1,02", que é uma equacao exponencial simples.

Teremos entdo: n = log, ,,2 = log2 /log1,02 = 0,30103 /
0,00860 = 35

Nota: log2 = 0,30103 e log1,02 = 0,00860; estes valores
podem ser obtidos rapidamente em maquinas calculadoras
cientificas. Caso uma questdo assim caia no vestibular, o
examinador teria de informar os valores dos logaritmos
necessarios, ou entdo permitir o uso de calculadora na prova,
0 que ndo é comum no Brasil.

Portanto, o capital estaria duplicado apds 35 meses
(observe que a taxa de juros do problema é mensal), o que
equivale a 2 anos e 11 meses.

Resposta: 2 anos e 11 meses.

EXERCicIOS

1. (SABESP — ANALISTA DE GESTAO I -CONTABILIDA-
DE - FCC/2012) Renato aplicou uma quantia no regime de
capitalizacdo de juros simples de 1,25% ao més. Ao final de
um ano, sacou todo o dinheiro da aplicagdo, gastou metade
dele para comprar um imdvel e aplicou o restante, por quatro
meses, em outro fundo, que rendia juros simples de 1,5% ao
meés. Ao final desse periodo, ele encerrou a aplicacdo, sacando
um total de R$ 95.082,00. A quantia inicial, em reais, aplicada
por Renato no primeiro investimento foi de
A) 154.000,00
B) 156.000,00
C) 158.000,00
) 160.000,00
E) 162.000,00

2. (CAMARA DE SAO PAULO/SP — TECNICO ADMI-
NISTRATIVO — FCC/2014) José Luiz aplicou R$60.000,00 num
fundo de investimento, em regime de juros compostos, com
taxa de 2% ao més. Apds 3 meses, 0 montante que José Luiz
podera sacar é

A) R$63.600,00.
) R$63.672,48.
C) R$63.854,58.
) R$62.425,00.

E) R$62.400,00.

3. CREA/PR — AGENTE ADMINISTRATIVO — FUNDA-
TEC/2013) Um empréstimo de R$ 50.000,00 sera pago no pra-
zo de 5 meses, com juros simples de 2,5% a.m. (ao més). Nes-
se sentido, o valor da divida na data do seu vencimento sera:
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R$6.250,00.

R$16.250,00.
R$42.650,00.
D) R$56.250,00.
E) R$62.250,00.

A
B
C

4. (PREF. JUNDIAI/SP — ELETRICISTA — MAKIYA-
MA/2013) Teresa pagou uma conta no valor de R$ 400,00
com seis dias de atraso. Por isso, foi acrescido, sobre o valor
da conta, juro de 0,5% em regime simples, para cada dia
de atraso. Com isso, qual foi o valor total pago por Teresa?

A) R$420,00.
) R$412,00.
C) R$410,00.
) R$ 415,00.
E) R$422,00.

5. PM/SE — SOLDADO 32CLASSE — FUNCAB/2014)
Policia autua 16 condutores durante blitz da Lei Seca

No dia 27 de novembro, uma equipe da Companhia
de Policia de Transito(CPTran) da Policia Militar do Estado
de Sergipe realizou blitz da Lei Seca na Avenida Beira Mar.
Durante a acgao, a policia autuou 16 condutores.

Segundo o capitdo Fabio <achado, comandante da CP-
Tran, 12 pessoas foram notificadas por infracdes diversas e
quatro por desobediéncia a Lei Secal...].

O quarteto detido foi multado em R$1.910,54 cada e
teve a Carteira Nacional de Transito (CNH) suspensa por
um ano.

(Fonte: PM/SE 28/11/13, modificada)

Investindo um capital inicial no valor total das quatros
mulas durante um periodo de dez meses, com juros de 5%
ao més, no sistema de juros simples, o total de juros obti-

dos sera:
A) R$2.768,15
) R$1.595,27
C) R$3.821,08
) R$9.552,70

E) R$1.910,54

6. (CAMARA DE CANITAR/SP — RECEPCIONISTA - IN-
DEC/2013) Uma aplicacdo financeira rende mensalmente
0,72%. Apds 3 meses, um capital investido de R$ 14.000,00
rendera: (Considere juros compostos)

A) R$ 267,92

B) R$ 285,49

C) R$30045

) R$304,58

7. (CAMARA DE CANITAR/SP — RECEPCIONISTA —
INDEC/2013) Qual a porcentagem de rendimento mensal
de um capital de R$ 5.000,00 que rende R$ 420,00 apds 6
meses?

(Considere juros simples)

A 22%

) 1,6%
Q) 14%
)
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8. (PM/SP — OFICIAL — VUNESP/2013) Pretendendo aplicar em um fundo que rende juros compostos, um investidor
fez uma simulacdo. Na simulagéo feita, se ele aplicar hoje R$ 10.000,00 e R$ 20.000,00 daqui a um ano, e néo fizer nenhuma
retirada, o saldo daqui a dois anos sera de R$ 38.400,00. Desse modo, é correto afirmar que a taxa anual de juros conside-
rada nessa simulacéo foi de

A) 12%.

B) 15%.

0 18%.

D) 20%.

E) 21%.

9. (TRT 12 — TECNICO JUDICIARIO — AREA ADMINISTRATIVA — FCC/2013) Juliano possui R$ 29.000,00 aplicados em
um regime de juros compostos e deseja comprar um carro cujo prego a vista € R$30.000,00. Se nos proximos meses essa
aplicacdo render 1% ao més e o preco do carro se mantiver, o nimero minimo de meses necessario para que Juliano tenha
em sua aplicacdo uma quantia suficiente para comprar o carro é

A 7.

B) 4

c 5.

D) 6

E) 3

10. (BANCO DO BRASIL — ESCRITURARIO — CESGRANRIO/2012) Jodo tomou um empréstimo de R$900,00 a juros com-

postos de 10% ao més. Dois meses depois, Jodo pagou R$600,00 e, um més apds esse pagamento, liquidou o empréstimo.
O valor desse ultimo pagamento foi, em reais, aproximadamente,

240,00

330,00

429,00

489,00

538,00

moow>»

RESPOSTAS
1 - RESPOSTA: “B".

Quantia inicial: C= 25.000; i=1,25% a.m = 0,0125; t= 1 ano = 12 meses
M= J+C e J= C.it dajuncdo dessas duas férmulas temos : M=C.(1+i.t),aplicando

M=C.(1+0,012512) = M =C.(1+0,15) = M = C.1,15

Como ele gastou metade e a outra metade ele aplicou a uma taxa i=1,5% a.m=0,015 e t=4m e sacou apds esse periodo
R$ 95.082,00

M= 222 = 0,575¢ . 95.082=0,575C.(1+0,015.4) = 95.082 = 0,575C.1,06
_95.082
95.082 = 0,6095C = - 0,6095‘ => C=156.000

A quantia inicial foi de R$ 156.000,00.

2 - RESPOSTA: “B”.
C=60.000 ;i=2%am=0,02 ;t=3m

M=C(1+D=M=60000(1+0,02)% = M = 60000+ (1,02)3 = M
= 63672,48
O montante a ser sacado serd de R$ 63.672,48.
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3 - RESPOSTA: “D".

J=Cit C=50000;i=25%am=0,025;t=5m
J=50 000.0,025.5

J=6250

M=C+)J

M=50 000+6 250=56250

O valor da divida é R$56.250,00.

4 - RESPOSTA: “B".

M=C.(1+i.t) > M =400.(1+ 0,005.6) - M = 400(1+ 0,03) > M
= 400.1,03 — M = 412

O valor que ela deve pagar é R$412,00.
5 - RESPOSTA: “C".

C =1910,54-4 =7642,16 ;i =5%a.m=0,05;t=10m
J=C.i.t
] =7642,16-0,05-10 = 3821,08
O juros obtido sera R$3.821,08.

6 - RESPOSTA: “D".
i =0,72%a.m = 0,0072 ;t=3m ; C =14.000

M=C(1+1i)—>M=14000(1+ 0,0072)° - M = 14000.1,022 - M
= 14304,58

Como ele quer saber os juros:

M = C+J =» ) = 14304,58-14000 = 304,58
A aplicagdo rendera R$ 304,58.

7 - RESPOSTA: “C".

C=5000 ;J=420 ;t=6m

J=C.i.t = 420=5000.i.6

420

i — 0
i = co50. ¢ = 0014 = 14%

A porcentagem sera de 1,4%.
8 - RESPOSTA: “D".

Cp.o = 10.000; C,,. = 20.000

1°ano

M1=C(1+0)¢
M1 = 10000(1 + {)2M2 = 20000(1 + i)*

M1+M2 = 384000
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38400 = 10000(1 + i)2 + 20000(1 + i) (: 400)

96 = 25(1 + 2i + i) + 50 + 50i
96 = 25 + 50i + 25i? + 50 + 50i
25i2 +100i —21=0

Tém se uma equagao do segundo grau, usa-seentdo a férmula de Bhaskara:

A= 100% —4-25-(=21) = 12100

=100+ 110
1 =
50
, _—100+110_10_02
"T 50 T50
. —100 — 110 )
I, = = —4,4 (ndo convém)
50
E correto afirmar que a taxa é de 20%
9 - RESPOSTA: “B”.
C=29.000 ; M=30.000 ; i=1%a.m = 0,01
M=C(1+10)t¢
30000 = 29000(1 + 0,01)¢ — (1,01)t = 30000 (1,01)t = 1,0344
B ' ’ 29000 ’ -

Teremos que substituir os valores de t, portanto vamos comecar dos nimeros mais baixos:
1,013=1,0303, esta proximo, mas ainda é menor

1,01%=1,0406

Como t=4 passou o numero que precisava(l,0344), entdo ele tem que aplicar no minimo por 4 meses.

10 - RESPOSTA: “E".

C =900 ;i=10%am=0,10 ;t = 2m; pagou 2 meses depois R$ 600,00 e liquidou apds 1 més
M=C(1+i)¢

M =900(1+0,1)2 - M = 1089,00

Depois de dois meses Jodo pagou R$ 600,00.

1089-600=489

M = 489(1 + 0,1)* = 537,90
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( SISTEMA MONETARIO BRASILEIRO; )

Sistema Monetario Nacional

O primeiro dinheiro do Brasil foi a moeda-mercadoria.
Durante muito tempo, o comércio foi feito por meio da tro-
ca de mercadorias, mesmo apos a introducdo da moeda de
metal.

As primeiras moedas metalicas (de ouro, prata e cobre)
chegaram com o inicio da colonizagdo portuguesa. A unida-
de monetaria de Portugal, o Real, foi usada no Brasil durante
todo o periodo colonial. Assim, tudo se contava em réis (plu-
ral popular de real) com moedas fabricadas em Portugal e
no Brasil. O Real (R) vigorou até 07 de outubro de 1833. De
acordo com a Lei n° 59, de 08 de outubro de 1833, entrou em
vigor o Mil-Réis (Rs), multiplo do real, como unidade moneta-
ria, adotada até 31 de outubro de 1942.

No século XX, o Brasil adotou nove sistemas monetarios
ou nove moedas diferentes (mil-réis, cruzeiro, cruzeiro novo,
cruzeiro, cruzado, cruzado novo, cruzeiro, cruzeiro real, real).

Por meio do Decreto-Lei n° 4.791, de 05 de outubro de
1942, uma nova unidade monetéria, o cruzeiro — Cr$ veio
substituir o mil-réis, na base de Cr$ 1,00 por mil-réis.

A denominagéo “cruzeiro” origina-se das moedas de ouro
(pesadas em gramas ao titulo de 900 milésimos de metal e
100 milésimos de liga adequada), emitidas na forma do De-
creto n° 5108, de 18 de dezembro de 1926, no regime do
ouro como padrdo monetario.

O Decreto-Lei n° 1, de 13 de novembro de 1965, trans-
formou o cruzeiro — Cr$ em cruzeiro novo — NCr$, na base de
NCr$ 1,00 por Cr$ 1.000. A partir de 15 de maio de 1970 e até
27 de fevereiro de 1986, a unidade monetaria foi novamente
o cruzeiro (Cr$).

Em 27 de fevereiro de 1986, Dilson Funaro, ministro da
Fazenda, anunciou o Plano Cruzado (Decreto-Lei n° 2.283, de
27 de fevereiro de 1986): o cruzeiro — Cr$ se transformou em
cruzado — Cz$, na base de Cz$ 1,00 por Cr$ 1.000 (vigorou de
28 de fevereiro de 1986 a 15 de janeiro de 1989). Em novem-
bro do mesmo ano, o Plano Cruzado II tentou novamente a
estabilizacdo da moeda. Em junho de 1987, Luiz Carlos Brésser
Pereira, ministro da Fazenda, anunciou o Plano Brésser: um
Plano Cruzado “requentado” avaliou Mario Henrique Simon-
sen.

Em 15 de janeiro de 1989, Mailson da Nébrega, ministro
da Fazenda, anunciou o Plano Verdo (Medida Provisoria n° 32,
de 15 de janeiro de 1989): o cruzado — Cz$ se transformou em
cruzado novo — NCz$, na base de NCz$ 1,00 por Cz$ 1.000,00
(vigorou de 16 de janeiro de 1989 a 15 de marco de 1990).

Em 15 de marco de 1990, Zélia Cardoso de Mello, minis-
tra da Fazenda, anunciou o Plano Collor (Medida Provisoria
n° 168, de 15 de marco de 1990): o cruzado novo — NCz$ se
transformou em cruzeiro — Cr$, na base de Cr$ 1,00 por NCz$
1,00 (vigorou de 16 de marco de 1990 a 28 de julho de 1993).
Em janeiro de 1991, a inflacdo ja passava de 20% ao més, e o
Plano Collor II tentou novamente a estabilizacdo da moeda.
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A Medida Proviséria n° 336, de 28 de julho de1993, trans-
formou o cruzeiro — Cr$ em cruzeiro real — CR$, na base de
CR$ 1,00 por Cr$ 1.000,00 (vigorou de 29 de julho de 1993 a
29 de junho de 1994).

Em 30 de junho de 1994, Fernando Henrique Cardoso,
ministro da Fazenda, anunciou o Plano Real: o cruzeiro real —
CR$ se transformou em real — R$, na base de R$ 1,00 por CR$
2.750,00 (Medida Proviséria n° 542, de 30 de junho de 1994,
convertida na Lei n° 9.069, de 29 de junho de 1995).

O artigo 10, I, da Lei n° 4595, de 31 de dezembro de
1964, delegou ao Banco Central do Brasil competéncia para
emitir papel-moeda e moeda metalica, competéncia exclusiva
consagrada pelo artigo 164 da Constituicdo Federal de 1988.

Antes da criacdo do BCB, a Superintendéncia da Moeda e
do Crédito (SUMOC), o Banco do Brasil e o Tesouro Nacional
desempenhavam o papel de autoridade monetaria.

A SUMOC, criada em 1945 e antecessora do BCB, tinha
por finalidade exercer o controle monetario. A SUMOC fixava
os percentuais de reservas obrigatérias dos bancos comer-
ciais, as taxas do redesconto e da assisténcia financeira de
liquidez, bem como os juros. Além disso, supervisionava a
atuacdo dos bancos comerciais, orientava a politica cambial e
representava o Pais junto a organismos internacionais.

O Banco do Brasil executava as fun¢des de banco do gover-
no, e o Tesouro Nacional era o érgao emissor de papel-moeda.

Cruzeiro

1000 réis = Cr$1(com centavos) 01.11.1942

O Decreto-Lei n° 4.791, de 05 de outubro de 1942 (D.O.U.
de 06 de outubro de 1942), instituiu o Cruzeiro como unidade
monetaria brasileira, com equivaléncia a um mil réis. Foi cria-
do o centavo, correspondente a centésima parte do cruzeiro.

Exemplo: 4:750$400 (quatro contos, setecentos e cin-
quenta mil e quatrocentos réis) passou a expressar-se Cr$
4.750,40 (quatro mil setecentos e cinquenta cruzeiros e qua-
renta centavos)

Cruzeiro

(sem centavos) 02.12.1964

A Lei n® 4511, de 01de dezembro del1964 (D.O.U. de 02
de dezembro de 1964), extinguiu a fragdo do cruzeiro deno-
minada centavo. Por esse motivo, o valor utilizado no exemplo
acima passou a ser escrito sem centavos: Cr$ 4.750 (quatro mil
setecentos e cinquenta cruzeiros).

Cruzeiro Novo

Cr$1000 = NCr$1(com centavos) 13.02.1967

O Decreto-Lei n° 1, de 13 de novembro del965 (D.O.U.
de 17 de novembro de 1965), regulamentado pelo Decreto n°
60.190, de 08 de fevereiro de1967 (D.O.U. de 09 de fevereiro
de 1967), instituiu o Cruzeiro Novo como unidade monetaria
transitoria, equivalente a um mil cruzeiros antigos, restabele-
cendo o centavo. O Conselho Monetério Nacional, pela Reso-
lucdo n° 47, de 08 de fevereiro de 1967, estabeleceu a data de
13.02.67 para inicio de vigéncia do novo padrao.

Exemplo: Cr$ 4.750 (quatro mil, setecentos e cinquenta
cruzeiros) passou a expressar-se NCr$ 4,75(quatro cruzeiros
Novos e setenta e cinco centavos).




Cruzeiro

De NCr$ para Cr$ (com centavos) 15.05.1970

A Resolucdo n° 144, de 31 de marco de 1970 (D.O.U. de
06 de abril de 1970), do Conselho Monetario Nacional, res-
tabeleceu a denominacdo Cruzeiro, a partir de 15 de maio
de 1970, mantendo o centavo.

Exemplo: NCr$ 4,75 (quatro cruzeiros novos e seten-
ta e cinco centavos) passou a expressar-se Cr$ 4,75(quatro
cruzeiros e setenta e cinco centavos).

Cruzeiros

(sem centavos) 16.08.1984

A Lei n° 7.214, de 15 de agosto de 1984 (D.O.U. de
16.08.84), extinguiu a fracdo do Cruzeiro denominada cen-
tavo. Assim, a importancia do exemplo, Cr$ 4,75 (quatro
cruzeiros e setenta e cinco centavos), passou a escrever-se
Cr$ 4, eliminando-se a virgula e os algarismos que a suce-
diam.

Cruzado

Cr$ 1000 = Cz$1 (com centavos) 28.02.1986

O Decreto-Lei n°® 2.283, de 27 de fevereiro de 1986
(D.O.U. de 28 de fevereiro de 1986), posteriormente subs-
tituido pelo Decreto-Lei n° 2.284, de 10 de marco de 1986
(D.O.U. de 11 de marco de 1986), instituiu o Cruzado como
nova unidade monetéria, equivalente a um mil cruzeiros,
restabelecendo o centavo. A mudanga de padréao foi dis-
ciplinada pela Resolugdo n® 1.100, de 28 de fevereiro de
1986, do Conselho Monetario Nacional.

Exemplo: Cr$ 1.300.500 (um milhdo, trezentos mil e
quinhentos cruzeiros) passou a expressar-se Cz$ 1.300,50
(um mil e trezentos cruzados e cinquenta centavos).

Cruzado Novo

Cz$ 1000 = NCz$1 (com centavos) 16.01.1989

A Medida Proviséria n® 32, de 15 de janeiro de 1989
(D.O.U. de 16 de janeiro de 1989), convertida na Lei n°
7.730, de 31 de janeiro de 1989 (D.O.U. de 01 de fevereiro
de 1989), instituiu o Cruzado Novo como unidade do sis-
tema monetario, correspondente a um mil cruzados, man-
tendo o centavo. A Resolucdo n° 1.565, de 16 de janeiro
de 1989, do Conselho Monetério Nacional, disciplinou a
implantacdo do novo padrao.

Exemplo: Cz$ 1.300,50 (um mil e trezentos cruzados e
cinquenta centavos) passou a expressar-se NCz$ 1,30 (um
cruzado novo e trinta centavos).

Cruzeiro

De NCz$ para Cr$ (com centavos) 16.03.1990

A Medida Proviséria n° 168, de 15 de margo de 1990
(D.O.U. de 16 de marco de 1990), convertida na Lei n° 8.024,
de 12 de abril de 1990 (D.O.U. de 13 de abril de 1990), res-
tabeleceu a denominacao Cruzeiro para a moeda, corres-
pondendo um cruzeiro a um cruzado novo. Ficou mantido
o centavo. A mudanga de padrdo foi regulamentada pela
Resolucao n° 1.689, de 18 de marco de 1990, do Conselho
Monetario Nacional.

Exemplo: NCz$ 1.500,00 (um mil e quinhentos cruza-
dos novos) passou a expressar-se Cr$ 1.500,00 (um mil e
quinhentos cruzeiros).
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Cruzeiro Real

Cr$ 1000 = CR$ 1 (com centavos) 01.08.1993

A Medida Proviséria n® 336, de 28 de julho de 1993
(D.O.U. de 29 de julho de 1993), convertida na Lei n°® 8.697,
de 27 de agosto de 1993 (D.O.U. de 28 agosto de 1993),
instituiu o Cruzeiro Real, a partir de 01 de agosto de 1993,
em substituicdo ao Cruzeiro, equivalendo um cruzeiro real
a um mil cruzeiros, com a manuteng¢ado do centavo. A Re-
solugdo n°® 2.010, de 28 de julho de 1993, do Conselho
Monetéario Nacional, disciplinou a mudanca na unidade do
sistema monetario.

Exemplo: Cr$ 1.700.500,00 (um milhdo, setecentos mil
e quinhentos cruzeiros) passou a expressar-se CR$ 1.700,50
(um mil e setecentos cruzeiros reais e cinquenta centavos).

Real

CR$ 2.750 = R$ 1(com centavos) 01.07.1994

A Medida Provisoria n® 542, de 30 de junho de 1994
(D.O.U. de 30 de junho de 1994), instituiu o Real como uni-
dade do sistema monetario, a partir de 01 de julho de 1994,
com a equivaléncia de CR$ 2.750,00 (dois mil, setecentos e
cinquenta cruzeiros reais), igual a paridade entre a URV e
o Cruzeiro Real fixada para o dia 30 de junho de 1994. Foi
mantido o centavo.

Como medida preparatéria a implantagdo do Real, foi
criada a URV - Unidade Real de Valor - prevista na Medida
Provisoria n° 434, publicada no D.O.U. de 28 de fevereiro
de 1994, reeditada com os nimeros 457 (D.O.U. de 30 de
marco de 1994) e 482 (D.O.U. de 29 de abril de 1994) e
convertida na Lei n° 8.880, de 27 de maio de 1994 (D.O.U.
de 28 de maio de 1994).

Exemplo: CR$ 11.000.000,00 (onze milhdes de cru-
zeiros reais) passou a expressar-se R$ 4.000,00 (quatro mil
reais).

Banco Central (BC ou Bacen) - Autoridade moneta-
ria do Pais responséavel pela execucdo da politica financeira
do governo. Cuida ainda da emissdo de moedas, fiscaliza e
controla a atividade de todos os bancos no Pais.

Banco Interamericano de Desenvolvimento (BID) -
Orgao internacional que visa ajudar paises subdesenvolvi-
dos e em desenvolvimento na América Latina. A organiza-
¢do foi criada em 1959 e esta sediada em Washington, nos
Estados Unidos.

Banco Mundial - Nome pelo qual o Banco Internacio-
nal de Reconstrucdo e Desenvolvimento (BIRD) é conhe-
cido. Orgéo internacional ligado a ONU, a instituicdo foi
criada para ajudar paises subdesenvolvidos e em desen-
volvimento.

Banco Nacional de Desenvolvimento Econémico e
Social (BNDES) - Empresa publica federal vinculada ao Mi-
nistério do Desenvolvimento, IndUstria e Comércio Exterior
gue tem como objetivo financiar empreendimentos para o
desenvolvimento do Brasil.
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EQUACAO DO PRIMEIRO E SEGUNDO GRAUS
- PROBLEMAS;

Equacao do 1° Grau
Veja estas equacdes, nas quais ha apenas uma incégnita:
3x -2 = 16 (equacao de 1° grau)

2y? - 5y = 11 (equacao de 3° grau)

1-3x+ % =X+ % (equacdo de 1° grau)

O método que usamos para resolver a equacdo de
1° grau é isolando a incognita, isto é, deixar a incognita
sozinha em um dos lados da igualdade. Para conseguir isso,
ha dois recursos:

- inverter operagoes;

- efetuar a mesma operagéo nos dois lados da igualdade.

Exemplo 1
Resolucdo da equagdo 3x—2 = 16, invertendo operagdes.

Procedimento e justificativa: Se 3x — 2 da 16, conclui-
se que 3x da 16 + 2, isto é, 18 (invertemos a subtra¢do).
Se 3x € igual a 18, é claro que x € igual a 18 : 3, ou seja, 6
(invertemos a multiplicacdo por 3).

Registro

3x-2=16

3x =16 + 2
3x =18

8

—_—

X = T
=6
Exemplo 2

Resolucdo da equagdo 1 -3x + 2 . x + — , efetuando
a mesma operacao nos dois lados & |gualdaae

Procedimento e justificativa: Multiplicamos os dois
lados da equacdo por mmc (2;5) = 10. Dessa forma, sdo
eliminados os denominadores. Fazemos as simplificacdes e
os calculos necessarios e isolamos x, sempre efetuando a
mesma operac¢ado nos dois lados da igualdade. No registro,
as operacbes feitas nos dois lados da igualdade sdo
indicadas com as setas curvas verticais.

Registro
1-3x+2/5=x+1/2
10-30x +4=10x + 5
-30x-10x=5-10-4
-40x = +9(-1)

40x =9

x = 9/40

x = 0,225
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Ha também um processo pratico, bastante usado, que
se baseia nessas ideias e na percep¢do de um padréo visual.

-Sea+ b =c conclui-sequea=c+b.

Na primeira igualdade, a parcela b aparece somando no
lado esquerdo; na segunda, a parcela b aparece subtraindo
no lado direito da igualdade.

-Sea.b = ¢ conclui-se que a = ¢ + b, desde que b # 0.

Na primeira igualdade, o numero b aparece
multiplicando no lado esquerdo; na segunda, ele aparece
dividindo no lado direito da igualdade.

O processo pratico pode ser formulado assim:

- Para isolar a incognita, coloque todos os termos com
incognita de um lado da igualdade e os demais termos do
outro lado.

- Sempre que mudar um termo de lado, inverta a
operagao.

Exemplo
Resolucdo da equacio (x22) (x+2). (x-3) _x*

'
usando o processo pratico. 3 3

Procedimento e justificativa: Iniciamos da forma
habitual, multiplicando os dois lados pelo mmc (2;3) = 6.
A seguir, passamos a efetuar os calculos indicados. Neste
ponto, passamos a usar o processo pratico, colocando
termos com a incdgnita a esquerda e numeros a direita,
invertendo operacdes.

Registro

S(ck2) | (42). (x3) _ X

2 3 "3

6. 5(X+2) _ 6 (X+2) . (X-3) - 6 Xz
2 3

w

1I5(x + 2) = 2(x + 2)(x — 3) = — 2%?
15x + 30 — 2(x? = 3x + 2x — 6) = — 2x?
15x + 30 -2(x* = x—6) = — 2x?

15x + 30— 2x2+ 2x + 12 = - 2x2

17x = 2x2 + 42 = — 2x?

17x — 2x? + 2x>= — 42

17x = - 42

Note que, de inicio, essa Ultima equacdo aparentava
x2 ..
ser de 2° grau por causa do termo - = hoseu lado direito.

Entretanto, depois das simplificacdes, vimos que foi
reduzida a uma equagdo de 1° grau (17x = —42).




Questoes

1 - (PRF) Num determinado estado, quando um veiculo
é rebocado por estacionar em local proibido, o motorista
paga uma taxa fixa de R$ 76,88 e mais R$ 1,25 por hora
de permanéncia no estacionamento da policia. Se o valor
pago foi de R$ 101,88 o total de horas que o veiculo ficou
estacionado na policia corresponde a:

A) 20

B) 21

C) 22

D) 23

E) 24

2 - (PREF. IMARUI — AGENTE EDUCADOR - PREF. IMA-
RUI/2014) Certa quantia em dinheiro foi dividida igual-
mente entre trés pessoas, cada pessoa gastou a metade do
dinheiro que ganhou e 1/3(um terco) do restante de cada
uma foi colocado em um recipiente totalizando R$900,00(-
novecentos reais), qual foi a quantia dividida inicialmente?

A) R$900,00

B) R$1.800,00

C) R$2.700,00

D) R$5.400,00

3 - (SABESP — APRENDIZ - FCC/2012) Um quadrado é
chamado magico quando suas casas sdo preenchidas por
numeros cuja soma em cada uma das linhas, colunas ou
diagonais é sempre a mesma.

O quadrado abaixo é maégico.

15 10 x—2 6
4 x 16 9

I - 1 11 2 7

"‘2” 8 13 2%+ 2

Um estudante determinou os valores desconhecidos
corretamente e para 3x - 1 atribuiu

A)14

B) 12

Q)5

D) 3

E)1
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4 - (PGE/BA — ASSISTENTE DE PROCURADORIA -
FCC/2013) A prefeitura de um municipio brasileiro anunciou
que 3/5 da verba destinada ao transporte publico seriam
aplicados na construcdo de novas linhas de metrd. O res-
tante da verba seria igualmente distribuido entre quatro ou-
tras frentes: corredores de dnibus, melhoria das estacoes de
trem, novos terminais de onibus e subsidio a passagens. Se
o site da prefeitura informa que serdo gastos R$ 520 milhdes
com a melhoria das estacdes de trem, entdo o gasto com a
construcdo de novas linhas de metrd, em reais, sera de

A
B

f?

3,12 bilhoes.
2,86 bilhdes.
C) 2,60 bilhoes.
D) 2,34 bilhoes.
E) 2,08 bilhdes.

RN N

5 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP — TECNICO ADMI-
NISTRATIVO - FCC/2014) Um funcionéario de uma empresa
deve executar uma tarefa em 4 semanas. Esse funcionario
executou 3/8 da tarefa na 12 semana. Na 2? semana, ele exe-
cutou 1/3 do que havia executado na 1% semana. Na 3% e
42 semanas, o funcionario termina a execucdo da tarefa e
verifica que na 3% semana executou o dobro do que havia
executado na 42 semana. Sendo assim, a fracdo de toda a
tarefa que esse funcionario executou na 4® semana é igual a

6 - (CAMARA DE SAO PAULO/SP — TECNICO ADMINIS-
TRATIVO — FCC/2014) Bia tem 10 anos a mais que Luana,
gue tem 7 anos a menos que Felicia. Qual é a diferenca de
idades entre Bia e Felicia?

A) 3 anos.

B) 7 anos.

C) 5 anos.

D) 10 anos.

E) 17 anos.

7 -(DAE AMERICANAS/SP — ANALISTA ADMINSTRATI-
VO — SHDIAS/2013) Em uma praga, Graziela estava conver-
sando com Rodrigo. Graziela perguntou a Rodrigo qual era
sua idade, e ele respondeu da seguinte forma:

- 2/5 de minha idade adicionados de 3 anos correspon-
dem a metade de minha idade.

Qual é a idade de Rodrigo?

A) Rodrigo tem 25 anos.

B) Rodrigo tem 30 anos.

C) Rodrigo tem 35 anos.

D) Rodrigo tem 40 anos.

8 - (METRO/SP - AGENTE DE SEGURANCA METROVIA-
RIAT- FCC/2013) Dois amigos foram a uma pizzaria. O mais
velho comeu da pizza que compraram. Ainda da mesma
pizza o mais novo comeu da quantidade que seu amigo
havia comido. Sendo assim, e sabendo que mais nada des-
sa pizza foi comido, a fracdo da pizza que restou foi




A) g
B)
c) =
D) =
) =

9 - (METRO/SP - AGENTE DE SEGURANCA METROVIA-
RIA I - FCC/2013) Glauco foi a livraria e comprou 3 exem-
plares do livro J. Comprou 4 exemplares do livro K, com
preco unitario de 15 reais a mais que o preco unitario do
livro J. Comprou também um album de fotografias que cus-
tou a terca parte do preco unitario do livro K.

Glauco pagou com duas cédulas de 100 reais e recebeu
o troco de 3 reais. Glauco pagou pelo album o valor, em
reais, igual a

A) 33.

B) 132.

C) 54.

D) 44.

E) 11.

10 - AGENTE DE SEGURANCA METROVIARIA I -
FCC/2013) Hoje, a soma das idades de trés irmdos é 65
anos. Exatamente dez anos antes, a idade do mais velho era
o dobro da idade do irmdo do meio, que por sua vez tinha
o dobro da idade do irm&o mais novo. Daqui a dez anos, a
idade do irmao mais velho serd, em anos, igual a

A) 55.

B) 25.

Q) 40.

D) 50.

E) 35.

Respostas

1 - RESPOSTA "A".

Devemos inicialmente equacionar através de uma
equacao do 1° grau, ou seja:

y= 76,88 + 1,25. x - 101,88 = 76,88 + 1,25x =
101,88 - 76,88 = 1,25x

1,25x = 25 - x = 2> 3 x = 20 horas.

1,25

Obs.: y é o valor pago pela multa x corresponde ao nu-
mero de horas de permanéncia no estacionamento.
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2 - RESPOSTA: “B".

Quantidade a ser dividida: x

Se 1/3 de cada um foi colocado em um recipiente e
deu R$900,00, quer dizer que cada uma colocou R$300,00.

X
Z-24300
3 2
X X
§=g+300
X
3~ =300
2X — X

6 = 300
— =300
x = 1800

3 - RESPOSTA: “A".
Igualando a 12 linha com a 32, temos:

15+10+x—-2+6=3x—-1+114+2+7
2x =10
x=25

3x-1=14

4 - RESPOSTA: “A”".

520 milhdes para as melhorias das estagdes de trem,
como foi distribuido igualmente, corredores de 6nibus, no-
vos terminais e subsidio de passagem também receberam
cada um 520 milhoes.

Restante da verba foi de 520.4 = 2080 ; 10° = notacao
cientifica de milhdes (1.000.000).

Verba: y

3 6
=y +2080.10° = y

3
=y =y =—2080.10°

—2y = —10400.10°
y = 5200.10°

i5200.106 = 3120.10° = 3,12.10° ou 3,12 bi-
lhoes.”
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5 - RESPOSTA: “B”.
Tarefa: x

1 i AMana- 2/Qv
Primeira sg™2 I

2semana—:-—x = —X
3 8 8

'3x+1x—4x—1x
a a . — — . — -
l2e?2 semana‘8 5 5 >

Na 32 e 42 semana devem ser feito a outra metade, pois
ele executou a metade na 12 e 22 semana como consta na

fracdo acima (1/2x).
3%semana: 2y
43 semana: y

1
2y+y=§x

3 1
==X
V=3
1
=—Xx
V=%
6 - RESPOSTA: “A".
Luana: x
Bia: x+10
Felicia: x+7
Bia-Felicia= x+10-x-7 = 3 anos.

7 - RESPOSTA: “B".
Idade de Rodrigo: x

2 .1
5F T 2T
2 1 ;
5727

Mmc(2,5)=10
4x — 5x
10
4x — 5x = =30
x =30

8 - RESPOSTA: “C".
pizza:x ~ Vy:0 querestou dapizza

3
mais velho:gx

] 7 3 21
Mais Novo : ¢ - oX = X
3 21
§x+ﬁx+y=x

21

y=x—§x—ﬁx

40x —15x —21x 4x 1
Y= 10 T 10"

Sobrou 1/10 da pizza.

MATEMATICA

9 - RESPOSTA: “E".
Preco livro J: x
Preco do livro K: x+15

x + 15
3
Valor pago:197 reais (2.100 - 3)

album:

x + 15
3x + 4(x + 15) + =197
9x + 12(x + 15) + x + 15

=197
3

9x 4+ 12x + 180 + x + 15 = 591
22x = 396
x =18

x+15 18+ 15
3 - 3

album:

O valor pago pelo album é de R$ 11,00.

10 - RESPOSTA: “C".
Irm&o mais novo: x
Irmao do meio: 2x
Irmao mais velho:4x

Hoje:

Irmao mais novo: x+10
Irméo do meio: 2x+10
Irm&o mais velho:4x+10

Xx+10+2x+10+4x+10=65
7x=65-30

7x=35

x=5

hoje:

Irmao mais novo: x+10=5+10=15
Irmao do meio: 2x+10=10+10=20
Irm&o mais velho:4x+10=20+10=30

Daqui a dez anos

Irm&o mais novo: 15+10=25
Irmao do meio: 20+10=30
Irméo mais velho: 30+10=40

O irm&o mais velho tera 40 anos.
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EQUAGAO DO 2° GRAU

Denomina-se equacdo do 2° grau na incognita x toda
equagao da forma :

ax’* + bx + ¢ = 0, em que g, b, ¢ sdo nUmeros reais e a
# 0.

Nas equacbes de 2° grau com uma incognita, os
ndmeros reais expressos por a, b, ¢ sdo chamados
coeficientes da equacéo:

- a é sempre o coeficiente do termo em x2.

- b é sempre o coeficiente do termo em x.

- ¢ é sempre o coeficiente ou termo independente.

Equacdo completa e incompleta:

- Quando b # 0 e ¢ # 0, a equacao do 2° grau se diz
completa.

Exemplos

5x? — 8x + 3 = 0 é uma equagdo completa (a = 5, b =
-8,c=13).

y? + 12y + 20 = 0 € uma equacdo completa (a =1, b =
12, ¢ = 20).

-Quandob=00uc=00ub=c=0, aequagdo do 2°
grau se diz incompleta.

Exemplos

x?—81 = 0 é uma equacdo incompleta(@a=1,b=0e
c=-281).

10t? +2t = 0 é uma equagdo incompleta (a = 10, b = 2
ec=0).

5y? = 0 é uma equagdo incompleta(@a=5b=0ec=0).

Todas essas equacOes estdo escritas na forma ax? +
bx + ¢ = 0, que é denominada forma normal ou forma
reduzida de uma equacdo do 2° grau com uma incognita.

Ha, porém, algumas equacdes do 2° grau que ndo
estdo escritas na forma ax? + bx + ¢ = 0; por meio de
transformacdes convenientes, em que aplicamos o principio
aditivo e o multiplicativo, podemos reduzi-las a essa forma.

Exemplo: Pelo principio aditivo.
2¢-7x+4=1-x
2¢-7x+4-1+x*=0

22 +x2-7x+4-1=0
3x*-7x+3=0

Exemplo: Pelo principio multiplicativo.

2 1 _ x

x 2 x-4

4.(x-4)-x(x-4) _ 2x?
2x(x - 4) T 2x(x-4)

A(x —4) — x(x —4) = 2x?
4x — 16 — X2 + 4x = 2x?
—-x?+ 8x—16 = 2x?
-x?=2x*+8x-16=0
-3x2+8x-16=0
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Resolucdo das equagdes incompletas do 2° grau com
uma incégnita.

- A equacédo é da forma ax? + bx = 0.

x?+ 9 = 0 = colocamos x em evidéncia

X.x=9)=0

x=0 ou x-9=0
Xx=9

Logo, S = {0, 9} e os numeros 0 e 9 sdo as raizes da
equacao.

- A equacdo é da forma ax? + ¢ = 0.

x? — 16 = 0 =» Fatoramos o primeiro membro, que é
uma diferenca de dois quadrados.

x+4).x-4)=0

x+4=0

x==4

Logo, S = {4, 4}.

Férmula de Bhaskara

Usando o processo de Bhaskara e partindo da equacao
escrita na sua forma normal, foi possivel chegar a uma for-
mula que vai nos permitir determinar o conjunto solucdo
de qualquer equacao do 2° grau de maneira mais simples.

Essa férmula é chamada formula resolutiva ou foér-
mula de Bhéskara.

_—bx/A

T 2a

Nesta formula, o fato de x ser ou ndo niimero real vai
depender do discriminante /\ ; temos entdo, trés casos a
estudar.

1° caso: /\ é um numero real positivo (/A > 0).

Neste caso, \/X € um numero real, e existem dois va-
lores reais diferentes para a incdgnita x, sendo costume re-
presentar esses valores por X’ e X", que constituem as raizes

da equacao.
,_—b+JX

—b+A
X=——

X
2.a 2.a

. —b-A/A
X =—

2.a
2° caso: /\ é zero (/\ = 0).

Neste caso,

L_mbEdA b0 —bx0 b

2.a 2.a 2a Z

Observamos, entdo, a existéncia de um Unico valor real
para a incognita x, embora seja costume dizer que a equa-
¢do tem duas raizes reais e iguais, ou seja:

_—b
2a

A éigual a zero e ocorre:

1 "

X =X




3° caso: /A é um numero real negativo (/\ < 0).

Neste caso, /A ndo é um nimero real, pois ndo ha no
conjunto dos nUmeros reais a raiz quadrada de um niumero
negativo.

Dizemos entdo, que ndo ha valores reais para a inc6g-
nita x, ou seja, a equacdo nao tem raizes reais.

A existéncia ou ndo de raizes reais e o fato de elas
serem duas ou uma Unica dependem, exclusivamente, do
discriminante /A = b? —4.a.c; dai o nome que se da a essa
expressao.

Na equagdoax? + bx + c =0

- /A =b?-4ac

- Quando /A > 0, a equacdo tem raizes reais.

- Quando /A < 0, a equagdo ndo tem raizes reais.

- /A > 0 (duas raizes diferentes).

-/A\ =0 (uma Unica raiz).

Exemplo: Resolver a equagdo x?> + 2x — 8 = 0 no con-
junto R.

temos:a=1b=2ec=-8

A =b*-4ac=02%-4.(1).(-8=4+32=36>0

Como A\ > 0, a equacdo tem duas raizes reais diferen-
tes, dadas por:

_—bxA _ -(2)%436 _-2%6

X =

2a 2(1) 2
o T2H6 4 o_"2-6_-8
2 2 2 2

Entdo: S = {-4, 2}.

Propriedade das raizes

Dada a equagéo ax? + bx + c=0,coma,eSePasoma
e o produto respectivamente dessas raizes.

b
S=x14+x2=——
a

c
P=x1.x2=-—
a

Logo podemos reescrever a equacao da seguinte for-
ma: x? — Sx +P=0

Questoes

1 - (PREF. JUNDIAI/SP — ELETRICISTA - MAKIYA-
MA/2013) Para que a equacdo (3m-9)x*-7x+6=0 seja uma
equacdo de segundo grau, o valor de m devera, necessaria-
mente, ser diferente de:

A) 1.

B) 2.

0 3.

D) 0.

E) 9.
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2 - (CAMARA DE CANITAR/SP - RECEPCIONISTA -
INDEC/2013) Qual a equacdo do 2° grau cujas raizes sdo
le3/2?

A) x>-3x+4=0

B) -3x*-5x+1=0

C) 3x*+5x+2=0

D) 2x3-5x+3=0

3 - (CAMARA DE CANITAR/SP — RECEPCIONISTA -
INDEC/2013) O dobro da menor raiz da equacao de 2°
grau dada por x*-6x=-8 é:

A) 2

B) 4

C) 8

D) 12

4 - (CGU - ADMINISTRATIVA - ESAF/2012) Um seg-
mento de reta de tamanho unitario é dividido em duas par-
tes com comprimentos x e 1-x respectivamente.

Calcule o valor mais préoximo de x de maneira que

x = (1-x) / x, usando Vv5=2,24.
A) 0,62

5 - Anténio gastou R$ 240,00 na compra de brindes
iguais para distribuir no final de ano. Com um desconto de
R$ 2,00 em cada brinde, teria comprado 10 brindes a mais
com os mesmos R$ 240,00. A equagdo cuja solugdo levara
ao valor do brinde sem o desconto é dada por:

A)b?-2b+48=0
b2+ 10b - 1200 =0
b2-2b-48=0
b2 -10b + 1200 = 0
E)b?+2b-240=0

B)
o)
D)

6 - (PREF. PAULISTANA/PI — PROFESSOR DE MATE-
MATICA - IMA/2014) Temos que a raiz do polindmio p(x)
=x>—mx + 6 éigual a 6. O valor de m é:

A) 15

B) 7

0 10

D)8
E)5

7 - (TEC. JUD. - 29 FCC) Em certo momento, o nime-
ro x de soldados em um policiamento ostensivo era tal que
subtraindo-se do seu quadrado o seu quadruplo, obtinha-
se 1845. O valor de x é:

A) 42.

B) 45.
C) 48.
D) 50

E) 52.




8 - (CPTM - Médico do trabalho — Makiyama) A me-
trologia anunciou que o dia de amanha sera frio, com al-
gumas pancadas de chuva. A temperatura minima prevista
é A e a temperatura maxima é B. Sabendo que A e B sdo as
raizes da equacdo x* - 26x + 160 = 0, podemos afirmar que
A e B sdo respectivamente, em graus Celsius.

(A) 10° e 16°.

(B) 12° e 16°.

(C) 10° e 18°.

(D) 15° e 17°.

(E) 12° e 18°.

9 - (Prefeitura de Sao Paulo - SP - Guarda Civil Me-
tropolztano MS CONCURSOS) Se x, > x, sao as raizes da

equagdo x? - 27x + 182 = 0, entdo o vanr de S
X1 Xo

10 - (Pref.- Mogeiro/PB - Professor - Matemdtica —
EXAMES) A soma das raizes da equacdo (k - 2)x* - 3kx +
1 =0, comk # 2, é igual ao produto dessas raizes. Nessas
condicdes. Temos:

Ak = 1/2.
B) k = 3/2.
Q) k =1/3.
D) k = 2/3.
E)k = -2.

Respostas

1 - RESPOSTA: “C".
Neste caso o valor de a
3m-920

3m#9

m#3

2 - RESPOSTA: “D".

Como as raizes foram dadas, para saber qual a equagéo:

x% - Sx +P=0, usando o método da soma e produto; S=
duas raizes somadas resultam no valor numérico de b; e P=
duas raizes multiplicadas resultam no valor de c.

S=1+2=2=
—145=5=

3 3
P=1 '3 = 2 = c; substituindo
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3 - RESPOSTA: “B".

x2-6x+8=0
A=(—6)>—418 =36—32=4
—(—6) + V4 6+2
= 0o X =—
2.1 2

_6+2_

xl— 2 -
_6—2_2

Dobro da menor raiz: 2-2=4

4 - RESPOSTA: “A".

1—x
X =

X
X2 =1-x
X2+x-1=0

A= (1)2—-41.(-1)=>A=1+4=5

-1++5

T2

(-1 +224)
X =——"D—=0

—-1-2.24 ,
Xp=—— = —1,62 (ndo convém)

5 - RESPOSTA “C”".

Dados:

I — preco de cada brinde

b — total de brindes

De acordo com o enunciado temos:

zb=240= ¢ =28

()
(b+10).(x—2) = 240
(1)

Substituindo @) em (%) teremos:

240

240— 26) 940 =

(b+10).(32-2) =240 = (6-+10)

240b—2h242400—20bh = 240b = b2 4-106—1200 =0




MATEMATICA

6 - RESPOSTA: “B".

Lembrando que a férmula pode ser escrita como :x*-Sx+P, temos que P(produto)=6 e se uma das raizes € 6, a outra é 1.
Entdo a soma é 6+1=7

S=m=7

7 - RESPOSTA “B”

Montando a expressao

x? —4x =1845 ; igualando a expressdo a zero teremos: x? — 4x -1845=0
Aplicando a formula de Bhaskara:

—b+ Vb2 —4ac —(—4)*/(4)? —4.1.(-1845) 4 +16+7380

2a 2.1 2
_ 4E7396
B 2
4+86 4+86 4—86 ,
> =>xl= > = 45 o~ x2= > = —41(ndo convém usar,

Logo o valor de x = 45

8 - RESPOSTA: “A".
Resolvendo a equacéo pela formula de Bhaskara:
x*-26x+160=0; a=1b=-26ec=160

A=Db?’-4ac

A =(-26)2-4.1.160
A =676 -640

A =736

_—bxVA —(-26) +36
- 2a 2.1
20

2646 26+6 _ 32 26—6
2>x = =—=160ux =—=—=10
2 2 2 2 2

X

9 - RESPOSTA: “D".
Primeiro temos que resolver a equacdo:

a=1b=-27ec=182

A=Db*-4ac

A =(-27)>-4.1.182
A =729-728
A=1

—b+VA _ —(—27)+V1 _ 2741
2a 2.1 2

=2 X:=140uXx>=13

x =

O mmc entre x, e x, é o produto x,.x,

1 1 x-x, 14-13 1

X, X, XX, 1413 ~ 182

10 - RESPOSTA: “C".

Vamos usar as férmulas da soma e do produto: S = ’;”e P=Z.
(k=2)x*-3kx+1=0,a=k-2,b=-3kec=1

S=P

L=-23 p=cd(3K=1D>3k=1>k=1/3
&
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SISTEMA DECIMAL DE MEDIDAS
(COMPRIMENTO, SUPERFICIE, VOLUME,
MASSA, CAPACIDADE E TEMPO) -
TRANSFORMAGAO DE UNIDADES E
RESOLUGCAO DE PROBLEMAS;

Sistema de Medidas Decimais

Um sistema de medidas é um conjunto de unidades de medida que mantém algumas rela¢des entre si. O sistema
métrico decimal é hoje o mais conhecido e usado no mundo todo. Na tabela seguinte, listamos as unidades de medida de
comprimento do sistema métrico. A unidade fundamental é o metro, porque dele derivam as demais.

Unidades de Comprimento
km hm dam m dm cm mm
quildmetro | hectdbmetro | decametro | metro | decimetro | centimetro | milimetro
1000m 100m 10m Im 01m 0,0lm 0,001m

Ha, de fato, unidades quase sem uso pratico, mas elas tém uma funcdo. Servem para que o sistema tenha um padréo:
cada unidade vale sempre 10 vezes a unidade menor seguinte.
Por isso, o sistema é chamado decimal.

E ha mais um detalhe: embora o decimetro ndo seja Util na pratica, o decimetro clbico é muito usado com o nome
popular de litro.

As unidades de area do sistema métrico correspondem as unidades de comprimento da tabela anterior.

Sédo elas: quildmetro quadrado (km?), hectdbmetro quadrado (hm?), etc. As mais usadas, na pratica, sdo o quildbmetro
quadrado, o metro quadrado e o hectdbmetro quadrado, este muito importante nas atividades rurais com o nome de hec-
tare (ha): 1 hm? = 1 ha.

No caso das unidades de &rea, o padrdo muda: uma unidade é 100 vezes a menor seguinte e ndo 10 vezes, como nos
comprimentos. Entretanto, consideramos que o sistema continua decimal, porque 100 = 10

Unidades de Area
km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
quilometro|hectometro|decametro| metro |decimetro | centimetro | milimetro
quadrado | quadrado | quadrado |quadrado| quadrado | quadrado | quadrado
1000000m?| 10000m? 100m? 1m? 0,0lm? | 0,0001m? |0,000001m?

Agora, vejamos as unidades de volume. De novo, temos a lista: quildometro cubico (km3), hectémetro cibico (hm3), etc.
Na prética, sdo muitos usados o metro cubico e o centimetro clbico.

Nas unidades de volume, hd um novo padréo: cada unidade vale 1000 vezes a unidade menor seguinte. Como 1000 =
103, o sistema continua sendo decimal.

Unidades de Volume

km3 hm3 dam3 m3 dm? cm? mm?3
quilémetro hectometro | decametro | metro | decimetro | centimetro milimetro
cubico clbico cubico cubico clbico clbico clbico
1000000000m3 | 1000000m* | 1000m3 1m? 0,001m3 | 0,000001m3 | 0,000000001m3

A nogdo de capacidade relaciona-se com a de volume. Se o volume da d4gua que enche um tanque é de 7 000 litros,
dizemos que essa é a capacidade do tanque. A unidade fundamental para medir capacidade é o litro (l); 1l equivale a 1 dm?3.
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Cada unidade vale 10 vezes a unidade menor seguinte.

Unidades de Capacidade
ki hl dal | dl cl ml
quilolitro hectolitro decalitro litro | decilitro | centimetro mililitro
1000l 100l 10l 1l 0,1l 0,01l 0,001l

O sistema métrico decimal inclui ainda unidades de medidas de massa. A unidade fundamental é o grama.

Unidades de Massa
kg hg dag g dg cg mg
quilograma | hectograma | decagrama | grama | decigrama | centigrama | miligrama
1000g 100g 10g 1g 01g 0,01g 0,001g

Dessas unidades, sé tém uso pratico o quilograma, o grama e o miligrama. No dia-a-dia, usa-se ainda a tonelada (t):
1t = 1000 kg.

Nao Decimais

Desse grupo, o sistema hora — minuto — segundo, que mede intervalos de tempo, é o mais conhecido.
2h = 2.60min = 120 min = 120. 60s = 7 200s

Para passar de uma unidade para a menor seguinte, multiplica-se por 60.

0,3h ndo indica 30 minutos nem 3 minutos; como 1 décimo de hora corresponde a 6 minutos, conclui-se que 0,3h =
18min.

Para medir angulos, também temos um sistema ndo decimal. Nesse caso, a unidade basica é o grau. Na astronomia, na
cartografia e na navegacdo sdo necessarias medidas inferiores a 1°. Temos, entéo:

1 grau equivale a 60 minutos (1° = 60")
1 minuto equivale a 60 segundos (1" = 60")

Os minutos e os segundos dos angulos nao séo, é claro, os mesmos do sistema hora — minuto — segundo. Ha uma
coincidéncia de nomes, mas até os simbolos que os indicam sao diferentes:

1h32min24s é um intervalo de tempo ou um instante do dia.

1° 32’ 24" é a medida de um angulo.

Por motivos ébvios, calculos no sistema hora — minuto — segundo sdo similares a célculos no sistema grau — minuto —
segundo, embora esses sistemas correspondam a grandezas distintas.

Ha ainda um sistema ndo-decimal, criado ha algumas décadas, que vem se tornando conhecido. Ele é usado para me-
dir a informacdo armazenada em meméria de computadores, disquetes, discos compacto, etc. As unidades de medida séo
bytes (b), kilobytes (kb), megabytes (Mb), etc. Apesar de se usarem os prefixos “kilo” e “mega”, essas unidades ndo formam
um sistema decimal.

Um kilobyte equivale a 2° bytes e 1 megabyte equivale a 2'° kilobytes.
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Exercicios

1. Raquel saiu de casa as 13h 45min, caminhando
até o curso de inglés que fica a 15 minutos de sua casa,
e chegou na hora da aula cuja duracéao é de uma hora e
meia. A que horas terminara a aula de inglés?

a) 14h

b) 14h 30min

¢) 15h 15min

d) 15h 30min

e) 15h 45min

2. 348 mm3 equivalem a quantos decilitros?

3. Quantos decalitros equivalem a 1 m3?

4. Passe 50 dm2 para hectémetros quadrados.

5. Quantos quildmetros cubicos equivalem a 14 mm3?
6. Quantos centilitros equivalem a 15 hl?

7. Passe 5.200 gramas para quilogramas.

8. Converta 2,5 metros em centimetros.

9. Quantos minutos equivalem a 5h05min?

10. Quantos minutos se passaram das 9h50min até as
10h35min?

Respostas

1) Resposta "D".

Solugéo: Basta somarmos todos os valores menciona-
dos no enunciado do teste, ou seja:

13h 45min + 15 min + 1h 30 min = 15h 30min

Logo, a questdo correta é a letra D.

2) Resposta “0, 00348 dI".

Solucdo: Como 1 cm3equivale a 1 ml, é melhor dividir-
mos 348 mm? por mil, para obtermos o seu equivalente em
centimetros cubicos: 0,348 cm?.

Logo 348 mm3equivalem a 0, 348 ml, ja que cm3e ml se
equivalem.

Neste ponto ja convertemos de uma unidade de medi-
da de volume, para uma unidade de medida de capacidade.

Falta-nos passarmos de mililitros para decilitros, quan-
do entdo passaremos dois niveis a esquerda. Dividiremos
entdo por 10 duas vezes:

0,348 mi 10 : 10 = 0,00348 df

Logo, 348 mm? equivalem a 0, 00348 dl.

so o
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3) Resposta “100 dal”.

Solucao: Sabemos que 1 m3equivale a 1.000 |, portanto
para convertermos de litros a decalitros, passaremos um
nivel a esquerda.

Dividiremos entdo 1.000 por 10 apenas uma vez:

1000 ¢ : 10 = 100 dal

Isto equivale a passar a virgula uma casa para a es-
querda.

Poderiamos também raciocinar da seguinte forma:

Como 1 m3equivale a 1 kl, basta fazermos a conversao
de 1 kl para decalitros, quando entdo passaremos dois ni-
veis a direita. Multiplicaremos entao 1 por 10 duas vezes:

1 %6 .10 - 10 = 100 dal

Logo, 100 dal equivalem a 1 m?.

4) Resposta “0, 00005 hm?”,

Solugdo: Para passarmos de decimetros quadra-
dos para hectdbmetros quadrados, passaremos trés niveis
a esquerda.

Dividiremos entao por 100 trés vezes:

E0 dm?2 : 100 : 100 : 100 =+ 0,00005 Am?

Isto equivale a passar a virgula seis casas para a es-
querda.

Portanto, 50 dm? é igual a 0, 00005 hm?,

5) Resposta “0,000000000000000014 km3, ou a 1,4 x
10-17 km3”.

Solugdo: Para passarmos de milimetros cubi-
cos para quilémetros cubicos, passaremos seis niveis a es-
querda. Dividiremos entdo 14 por 1000 seis vezes:

14 mmd : 1000 : 1000 : 1000 : 1000 : 1000 : 1
1,4 - 10717 pm2 = 0.000000000000000014 Em

Portanto, 0, 000000000000000014 km?3, ou a 1,4 x 10

17 km3 se expresso em notagéo cientifica equivalem a 14 mm3

6) Resposta “150.000 cl”.

Solucgdo: Para irmos de hectolitros a centilitros, passa-
remos quatro niveis a direita.

Multiplicaremos entdo 15 por 10 quatro vezes:

15 A7 - 10 - 10 - 10 - 10 = 150.000 of

Isto equivale a passar a virgula quatro casas para a di-
reita.

Logo, 150.000 cl equivalem a 15 hl.

100 =




14 :

7) Resposta “5,2 kg".

Solucéo: Para passarmos 5.200 gramas para quilogra-
mas, devemos dividir (porque na tabela grama esta a direita
de quilograma) 5.200 por 10 trés vezes, pois para passar-
mos de gramas para quilogramas saltamos trés niveis a es-
querda.

Primeiro passamos de grama para decagrama, depois
de decagrama para hectograma e finalmente de hectogra-
ma para quilograma:

B200 ¢ ¢ 10 @ 10 - 10 = 5,2 kg
Isto equivale a passar a virgula trés casas para a es-
querda.

Portanto, 5.200 g séo iguais a 5,2 kg.

8) Resposta “250 cm”.

Solucdo: Para convertermos 2,5 metros em centime-
tros, devemos multiplicar (porque na tabela metro esta a
esquerda de centimetro) 2,5 por 10 duas vezes, pois para
passarmos de metros para centimetros saltamos dois niveis
a direita.

Primeiro passamos de metros para decimetros e de-
pois de decimetros para centimetros:

25 m - 10 . 10 = 250 cm

Isto equivale a passar a virgula duas casas para a direita.
Logo, 2,5 m é igual a 250 cm.

9) Resposta “305min”.
Solucgao:
(5.60) + 5 =305 min.

10) Resposta “45 min”.
1018 J9hEA045S mip . 10-18 pmd =

Unidade de tempo

A unidade padrao de medida de tempo é o segundo,
abreviado por s.
Os multiplos do segundo sao:

Hora Minuto Segundo
h min s
3600 s 60 s Is

Usamos o sistema sexagesimal, que emprega a base
sessenta. Os multiplos do segundo enquadram-se nesse
sistema. Repare que cada unidade é sessenta vezes maior
que a unidade que a antecede.

1 h =60 min

1min=60s

MATEMATICA
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Para transformar uma unidade em outra imediatamen-
te superior, basta dividi-la por 60 e inferior basta multipli-
ca-la por 60.

Ex:3h = 3 .60 = 180 min

52 min =52.60 =3120s
1020 s = 1020: 60 = 17 min
420min =420:60=7h

Ao usarmos o sistema sexagesimal, cada grupo de 60 for-
ma outra classe; entdo, 60 segundos formam 1 minuto e 60
minutos formam 1 hora. Para adicionarmos unidades de tempo
vamos tomar cuidado para posicionar hora embaixo de hora,
minuto embaixo de minuto e segundo embaixo de segundo.

Por exemplo: 1)Para adicionarmos 5h 12 min 37s a8
h 20 min 11 s, vamos colocar as unidades iguais uma embai-
xo da outra e depois adicionar os valores da mesma classe.

Horaminuto segundo

5 1237

8 2011

13 3248

2)vamos adicionar 8h 19 min 58 scom 2 h 24 min 39 s

Horaminuto segundo

8 19 58

224 39

10 43 97

Note que , na casa dos segundos, obtivemos 97 s e
vamos decompor esse valor em:

97s=60s+37s=1min+37s

Entdo, devemos retirar 60 s da classe dos segundos e
acrescentar 1 min na classe dos minutos.

Logo a resposta fica: 10 h 44 min 37 s

Para subtrair unidades de medida de tempo, o proces-
so é semelhante ao usado na adicdo.

Ex; vamos subtrair 4 h 41 min 44 sde 7 h 53 min 36 s

Horaminutosegundo

7 5336

44144

Perceba que a subtracdo 36 s — 44 s ndo é possivel nos
nUmeros naturais, entdo, vamos retirar 1 min de 53 min, trans-
formar esse 1 min em 60 s e acrescenta-los aos 36 s. Assim:

Hora minuto segundo

75296

441 44

31152

Para multiplicarmos uma unidade de medida de tempo
por um numero natural, devemos multiplicar as horas, mi-
nutos e segundos Por esse nimero natural.

Ex: multiplicar 4 h 52 min 8 s por 6

4 h52 min 8s

X6

24h 312 min48 s




Como 312 min é maior que 1 hora, devemos descobrir
quantas horas cabem em 312 minutos. Para isso basta divi-
dir 312 por 60 onde o resultado é 5 e o resto é 12.

Entdo 312 min = 5h 12 min

Devemos entdo acrescentar 5ha24 h =29 he o re-
sultado fica

29h 12min48s

Problemas

1.Dois amigos partiram as 10h 32 min de Aparecida do
Norte e chegaram a Ribeirdo Preto as 16 h 8 min. Quanto
tempo durou a viagem?

2. Jodo nasceu numa terca feiraas 13 h45 min 12 s e
Maria nasceu no mesmo dia, as 8 h 13 min 47 s. Determine
a diferenca entre os horarios de nascimento de Jodo e Ma-
ria, nessa ordem.

3.Um passageiro embarcou em um Onibus na cidade
A as 14h 32 min 18s, esse 6nibus saiu da rodoviaria desta
cidade as 14h 55min 40s e chegou a rodoviaria da cidade
B as 19h 27min 15s,do mesmo dia. Quanto tempo o passa-
geiro permaneceu no interior do 6nibus?

a) 05h 54min 09s

b) 04h 05min 57s

¢) 05h 05min 09s

d) 04h 54min 57s

Respostas
1.5 h 36 min
25h 31 min 25s

3.Vamos considerar o horario de chegada a cidade B e
o horério que o passageiro entrou no 6nibus

19 h27 min15 seg
14 h32 minl8 seg

Para subtrair 18 de 15 ndo é possivel entdo empresta-
mos 1 minuto dos 27

Que passa a ser 26 e no lugar de 15 seg usamos 15
+60(que é 1 min). Entdo

75-18 = 57 seg.

O mesmo acontece com os minutos. Vamos emprestar
1 hora das 19 que passa a ser 18 e no lugar de 26 minutos
usamos 26 + 60 ( que é uma hora). Entdo 86 — 32 = 54
minutos

Por fim 18 h — 14 h = 4 horas
Resp. 4 horas 54 min e 57 seg.
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GEOMETRIA: PONTO, RETA, PLANO -

ANGULOS, POLIGONOS, TRIANGULOS,
QUADRILATEROS, CIRCUNFERENCIA,

CiRCULO E SEUS ELEMENTOS RESPECTIVOS

- FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS

(PERIMETROS E AREAS) - SOLIDOS
GEOMETRICOS (FIGURAS ESPACIAIS): SEUS

ELEMENTOS E VOLUMES;

\ J

GEOMETRIA PLANA

A Geometria é a parte da matematica que estuda as
figuras e suas propriedades. A geometria estuda figuras
abstratas, de uma perfeicdo ndo existente na realidade. Apesar
disso, podemos ter uma boa ideia das figuras geométricas,
observando objetos reais, como o aro da cesta de basquete
que sugere uma circunferéncia, as portas e janelas que
sugerem retangulos e o dado que sugere um cubo.

Reta, semirreta e segmento de reta

42 g reta AB

o B semirreta AB
4 8 semirreta BA

A

e 2 segmento AB

Definicoes.

a) Segmentos congruentes.

Dois segmentos sdo congruentes se tém a mesma
medida.

b) Ponto médio de um segmento.

Um ponto P é ponto médio do segmento AB se
pertence ao segmento e divide AB em dois segmentos
congruentes.

¢) Mediatriz de um segmento.

E a reta perpendicular ao segmento no seu ponto
médio

Angulo

OA - lado
OB - lado
O - vértice

angulo ADB ou angulo «




Definigoes.

a) Angulo é a regigo plana limitada por duas semirretas
de mesma origem.

b) Angulos congruentes: Dois angulos sdo ditos
congruentes se tém a mesma medida.

¢) Bissetriz de um angulo: E a semirreta de origem no
vértice do angulo que divide esse angulo em dois angulos
congruentes.

Perimetro: entendendo o que é perimetro.

Imagine uma sala de aula de 5m de largura por 8m de
comprimento.

Quantos metros lineares serdo necessarios para
colocar rodapé nesta sala, sabendo que a porta mede 1m
de largura e que nela ndo se coloca rodapé?

comprimento 8m

o Sm

largura

SALA DE AULA
EM PERSPECTIVA

PLANTA BALXA
EM PERZPECTIVA

PLANTA BAIKA

A conta que fariamos seria somar todos os lados da
sala, menos 1m da largura da porta, ou seja:
P=5+5+8+8)-1

P=26-1
P=25
Sm
e lado
Em Em
S

Colocariamos 25m de rodapé.

A soma de todos os lados da planta baixa se chama
Perimetro.

Portanto, Perimetro é a soma dos lados de uma figura
plana.

Area

Area é a medida de uma superficie.

A éarea do campo de futebol é a medida de sua
superficie (gramado).

Se pegarmos outro campo de futebol e colocarmos
em uma malha quadriculada, a sua area sera equivalente
a quantidade de quadradinho. Se cada quadrado for uma
unidade de érea:

MATEMATICA
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. e uredade de drea

Veremos que a area do campo de futebol é 70 unidades
de area.

Aunidade de medida da 4rea é: m? (metros quadrados),
cm? (centimetros quadrados), e outros.

Se tivermos uma figura do tipo:

PrTRRSNLE) R

é uma
unidade, entdo a area aproximada dessa figura sera de 4
unidades.

No estudo da matematica calculamos areas de figuras
planas e para cada figura ha uma férmula pra calcular a

sua area.
Retangulo

E o quadrilatero que tem todos os angulos internos
congruentes e iguais a 90°.

A b B

h h

D c

b

No célculo da &rea de qualquer retdngulo podemos
seguir o raciocinio:

. 11 cIn

[
lcm




Pegamos um retangulo e colocamos em uma malha
quadriculada onde cada quadrado tem dimensdes de 1
cm. Se contarmos, veremos que ha 24 quadrados de 1 cm
de dimensdes no retangulo. Como sabemos que a area é
a medida da superficie de uma figuras podemos dizer que
24 quadrados de 1 cm de dimensdes é a area do retangulo.

4 cm

& cm

O retangulo acima tem as mesmas dimensdes que o
outro, s6 que representado de forma diferente. O calculo
da area do retangulo pode ficar também da seguinte forma:

A=6.4 A =24 cm?

Podemos concluir que a area de qualquer retangulo é:

ALTURA (b

BASE (b)

Quadrado
E o quadrilatero que tem os lados congruentes e todos
os angulos internos a congruentes (90°).

Sua area também é calculada com o produto da base
pela altura. Mas podemos resumir essa férmula:

4

Como todos os lados sdo iguais, podemos dizer que
base é igual a e a altura igual a , entdo, substituindo na
formula A = b . h, temos:

A 4

- L
A={>

54

0y
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Trapézio

E o quadrilatero que tem dois lados paralelos. A altura
de um trapézio é a distancia entre as retas suporte de suas
bases.

a+fp=180° base menor

/ base maior

Trapézio
retangulo

Trapézio
isosceles

Trapézio
escaleno

Em todo trapézio, o segmento que une os pontos
médios dos dois lados nao paralelos, é paralelo as bases e
vale a média aritmética dessas bases.

A

MN // AB /i CD
e

N MN=AB+*CD
2

A area do trapézio esta relacionada com a area do
triangulo que é calculada utilizando a seguinte férmula:
A =Db.h (b= baseeh = altura).
2
Observe o desenho de um trapézio e os seus elementos
mais importantes (elementos utilizados no calculo da sua

area):
b
A
h
7
| |
I B 1

Um trapézio é formado por uma base maior (B), por
uma base menor (b) e por uma altura (h).

Para fazermos o célculo da area do trapézio é preciso
dividi-lo em dois tridngulos, veja como:

Primeiro: completamos as alturas no trapézio:

D b c

h
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Segundo: o dividimos em dois triangulos:

A area desse trapézio pode ser calculada somando as
areas dos dois triangulos (ACFD e ACEF).

Antes de fazer o célculo da area de cada tridngulo
separadamente observamos que eles possuem bases
diferentes e alturas iguais.

Calculo da area do ACEF:

AAl=B.h
2
Calculo da area do ACFD:
AA2=b.h
2

Somando as duas areas encontradas, teremos o calculo
da area de um trapézio qualquer:

AT = AAL1 + AA2
AT=B.h+b__h
2 2

AT =B.h+b.h— colocar a altura (h) em evi-
2

déncia, pois ¢ um termo comum aos dois fatores.

AT=h (B +b)
2

Portanto, no calculo da area de um trapézio qualquer
utilizamos a seguinte férmula:

A=h(B+Db)
2
h = altura

B = base maior do trapézio
b = base menor do trapézio
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Losango
E o quadrilatero que tem os lados congruentes.
B

AB /I CD
e
AD /I BC

D

Em todo losango as diagonais séo:

a) perpendiculares entre si;

b) bissetrizes dos angulos internos.

A érea do losango é definida pela seguinte férmula:
S — d.D 0Onde D é a diagonal maior e d é a menor.
Triangulo

Figura geométrica plana com trés lados.

<«— veértice . .
i - angulo interno
e - angulo externo

«lado Num mesmo

veértice, tem-se

i+e=180°

Angulo externo. O angulo externo de qualquer
poligono convexo é o angulo formado entre um lado e o
prolongamento do outro lado.

Classificacdo dos triangulos.

a) quanto aos lados:
- triangulo equilatero.
- triangulo isésceles.
- triangulo escaleno.

b) quanto aos angulos:
- triangulo retangulo.

- triangulo obtusangulo.
- triangulo acutangulo.




Propriedades dos triangulos

1) Em todo triangulo, a soma das medidas dos 3
angulos internos é 180°.

a+p+y=180°

[

2) Em todo triangulo, a medida de um angulo externo
é igual a soma das medidas dos 2 angulos internos nao
adjacentes.

3) Em todo triangulo, a soma das medidas dos 3
angulos externos é 360°.

4) Em todo triangulo isdsceles, os angulos da base
sdo congruentes. Observacdo - A base de um tridangulo
isésceles é o seu lado diferente.

Altura - E a distancia entre o vértice e a reta suporte do
lado oposto.

MATEMATICA
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Area do triangulo

| s_b.h

Segmentos proporcionais

Teorema de Tales.

Em todo feixe de retas paralelas, cortado por uma
reta transversal, a razdo entre dois segmento quaisquer

de uma transversal é igual a razdo entre os segmentos
correspondentes da outra transversal.

] \

/ \ de Tales
a C
=1 a _c
- d
b d b

t

rilslit \

Semelhanca de triangulos

Definicao.

Dois triangulos sdo semelhantes se tém os angulos
dois a dois congruentes e os lados correspondentes dois a
dois proporcionais.

Definicdao mais “popular”.

Dois triangulos sdo semelhantes se um deles é a
reducdo ou a ampliacao do outro.

Importante - Se dois tridngulos sdo semelhantes, a
proporcionalidade se mantém constante para quaisquer
dois segmentos correspondentes, tais como: lados,
medianas, alturas, raios das circunferéncias inscritas, raios
das circunferéncias circunscritas, perimetros, etc.

semelhante

Cc B

(@Xverh-
nnn
o

o
@

AABC ~ ADEF =

AB_AC_BC_,
DE DF EF

K - razao da semelhanga
F + ou
constante de proporcionalidade.
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Exercicios

1. Seja um paralelogramo com as medidas da base e da
altura respectivamente, indicadas por b e h. Se construir-
mos um outro paralelogramo que tem o dobro da base e o
dobro da altura do outro paralelogramo, qual sera relagéo
entre as areas dos paralelogramos?

2. Os lados de um triangulo equilatero medem 5 mm.
Qual é a area deste triangulo equilatero?

3. Qual é a medida da area de um paralelogramo cujas me-
didas da altura e da base sdo respectivamente 10 cm e 2 dm?

4. As diagonais de um losango medem 10 cm e 15 cm.
Qual é a medida da sua superficie?

5. Considerando as informagdes constantes no trian-
gulo PQR, pode-se concluir que a altura PR desse triangulo
mede:

a)5 b)6 Q)7 d)8

6. Num cartdo retangular, cujo comprimento é igual ao
dobro de sua altura, foram feitos dois vincos AC e BF, que
formam, entre si, um angulo reto (90°). Observe a figura:

D v B8
[1

=1 \
E F A

Considerando AF=16cm e CB=9cm, determine:
a) as dimensdes do cartdo;
b) o comprimento do vinco AC

7. Na figura, os angulos assinalados sao iguais, AC=2 e
AB=6. A medida de AE é:
b)7/4

a)6/5 09/5 d)3/2  e)5/4
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8. Na figura a seguir, as distancias dos pontos A e B a
reta valem 2 e 4. As projecdes ortogonais de A e B sobre
essa reta sdo os pontos C e D. Se a medida de CD é 9, a que
distancia de C devera estar o ponto E, do segmento CD,
para que CEA=DEB

a)3 't
b)4
C)5 4
d)6 "2
ey’ [ , []

’ c 3 0

9. Para ladrilhar uma sala sdo necessarios exatamente
400 pecas iguais de ceramica na forma de um quadrado.
Sabendo-se que a area da sala tem 36m?, determine:

a) a area de cada peca, em m?2.

b) o perimetro de cada pega, em metros.

10. Na figura, os angulos ABC, ACD, CED, s3o retos. Se
AB=2./3m e CE= /3 m, a razéo entre as éreas dos tridangu-
los ABC e CDE é:

B A

a)6
b)4

-]
>,
03 -
d)2 ; ({
.
B

e)\/g

Respostas
1. A2 = (2b)(2h) = 4bh = 4A1

2. Segundo o enunciado temos:
[=5mm

Substituindo na formula:
2 2
! f:s:#:azsﬁjszlo,s

S =

3. Sabemos que 2 dm equivalem a 20 cm, temos:
h=10
b=20

Substituindo na férmula:

S =b.h=20.10=100cm? = 2dm?

4. Para o célculo da superficie utilizaremos a féormula
que envolve as diagonais, cujos valores temos abaixo:

dil=10

d2=15

Utilizando na formula temos:
g_dld2 _ 1015 . |

2 2




5. —
L:ESPR=§=6
PR 9 6
6. X _9 . o lad— =12
16 x

a)x =12(altura);2x = 24(comprimento)

B)AC =~J9> + x> =/81+144 =15

MATEMATICA

7.
X
60° 2x
3) 2x=x+60=
c x = 060 (Tridngulo Equilatero)
/>E\
T 6 ’ 2 AE —
——=—=12=8%4F =
246 4]
AE=12/8=6/4=3/2
8.
>N [ﬂq
2
X (9-x)
2/4=x/(9-x)
18-2x=4x
6x=18
x=3
9.
36m” — 400
x—1
a)x =36/400=9/100= 0,09m"
b)c = -\4'10.09 = 0.3?}’1
10. _ _
2'\;2 72
a b
a=2b
243xa 3xb_2a
22 b
2(2b
@) _,

b
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Angulos

Angulo: Do latim - angulu (canto, esquina), do grego
- gonas; reunidao de duas semi-retas de mesma origem nao
colineares.

Notagao: AOB
Lé-se angulo AOB

Angulo Agudo: £ o angulo, cuja medida é menor do
que 90°.

m (AOB) < 90°

Angulo Central:

- Da circunferéncia: é o angulo cujo vértice é o centro
da circunferéncia;

- Do poligono: é o angulo, cujo vértice é o centro do
poligono regular e cujos lados passam por vértices conse-
cutivos do poligono.




Angulo Circunscrito: E 0 angulo, cujo vértice ndo per-
tence a circunferéncia e os lados sdo tangentes a ela.

Angulo Inscrito: E o angulo cujo vértice pertence a
uma circunferéncia e seus lados sdo secantes a ela.

. B
7 .
X
/ T S
7/ e \
il’ ® o b
3| )
al
| —
\ ]
\ —— ,,_“.’
\\_ /} :*—.
N >4 L

BAC - angulo inscrito

Angulo Obtuso: E o angulo cuja medida é maior do
que 90°.

7
s

Angulo Raso:

- E 0 angulo cuja medida é 180°;
- E aquele, cujos lados sdo semi-retas opostas.

LS
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Angulo Reto:

- E 0 angulo cuja medida é 90%;
- E aquele cujos lados se apdiam em retas perpendi-
culares.

I
‘:U‘

r1ls

| S
gl 12l -

Angulos Complementares: Dois éngu!)os sdo comple-
mentares se a soma das suas medidas é 90

5

ﬂ/

Angulos Congruentes: Sio angulos que possuem a
mesma medida.

Angulos Opostos pelo Vértice: Dois angulos sdo
opostos pelo vértice se os lados de um sdo as respectivas
semi-retas opostas aos lados do outro.




Angulos Replementares: Dois angulos sdo ditos re-
plementares se a soma das suas medidas é 360 .

- L
."L.- x".
__.l' a,
[ A E
1 -
Pl 3
._'. - |
1 .\,.-"". e
i P o
Fis -

Angulos Suplementares: Dois angulos sdo ditos su-
plementares se a soma das suas medidas de dois angulos
é 180°.

Poligonal: Linha quebrada, formada por vérios seg-
mentos formando angulos.

Grado: (gr.): Do latim - gradu; dividindo a circunferén-
cia em 400 partes iguais, a cada arco unitario que corres-
ponde a 1/400 da circunferéncia denominamos de grado.

Grau: (°): Do latim - gradu; dividindo a circunferéncia
em 360 partes iguais, cada arco unitario que corresponde a
1/360 da circunferéncia denominamos de grau.

eo o
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Exercicios

1. As retas f e g sdo paralelas (f // g). Determine a me-
dida do angulo &, nos seguintes casos:

a)
f / cco
g g
b)
t
i
Fqs f
q
)
.,

'ﬁg

t

2. As retas a e b sdo paralelas. Quanto mede o angulo i?

/ e :

130°




3. Obtenha as medidas dos angulos assinalados:
a)

x+100"

160°-3x

b)

Gx + 15°
2% +5°

Q)

i
¥ +20°

¥ 41
¥ +20°

d)

S
Fx+12 1358
S

4. Usando uma equacao, determine a medida de cada
angulo do triangulo:

£

Quanto mede a soma dos angulos de um quadrado?

MATEMATICA
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5. Dois angulos sdo complementares tais que o triplo
de um deles é igual ao dobro do outro. Determine o suple-
mento do menor.

6. A metade de um angulo menos a quinta parte de seu
complemento mede 38 graus. Qual é esse angulo?

7. Cinco semi-retas partem de um mesmo ponto V, for-
mando cinco angulos que cobrem todo o plano e séo pro-
porcionais aos numeros 2, 3, 4, 5 e 6. Calcule o maior dos
angulos.

8. Na figura, o angulo x mede a sexta parte do angulo
y, mais a metade do angulo z. Calculey.

9. Observe a figura abaixo e determine o valor de m e

3m -120 0 m + 109

10. Determine o valor de a na figura seguinte:




Respostas

1) Resposta
a) 55
b) 74°
c) 33°

2) Resposta “130".
Solucdo: Imagine uma linha cortando o angulo 1, for-
mando uma linha paralela as retas “a” e "b".

Fica entdo decomposto nos angulos é e 6.

for

g

Tau*

Sendo assim, & = 80° e 6 = 50°, pois 0 angulo 6 é igual
ao complemento de 130° na reta b.

Logo, i = 80° + 50° = 130°.
3) Solucéo:

a) 160° - 3x = x + 100°
160° - 100° = x + 3x

60° = 4x
x = 60°/4
x = 15°

Entdo 15°+100° = 115° e 160°-3*15° = 115°

b) 6x + 15° + 2x + 5° = 180°
6x + 2x = 180° -15° - 5°

8x = 160°
x = 160°/8
x = 20°

Entdo, 6*20°+15° = 135° e 2*20°+5° = 45°

c) Sabemos que a figura tem 90°.
Entdo x + (x + 10°) + (x + 20°) + (x + 20°) = 90°
4x + 50° = 90°

4x = 40°
x = 40°/4
x =10°

d) Sabemos que os angulos laranja + verde formam
180°, pois sdo exatamente a metade de um circulo.

Entdo, 138° + x = 180°

x = 180° - 138°

x = 42°

Logo, o angulo x mede 42°.

: ®
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4) Solugdo: Sabemos que a soma dos angulos do trian-
gulo é 180°.

Entao, 6x + 4x + 2x = 180°

12x = 180°
x = 180°/12
x = 15°

Os angulos sdo: 30° 60° e 90°.

a) Um quadrado tem quatro angulos de 90°, e, portan-
to a soma deles vale 360°.

5) Resposta “144°".

Solucdo:

- dois angulos sdo complementares, entdo a + b = 90°
- o triplo de um é igual ao dobro do outro, entdo 3a = 2b

E um sistema de equacées do 1° grau. Se fizermos a =
2b/3, substituimos na primeira equacao:

2b/3 + b =90

5b/3 = 90

b =3/5%90
b=54-a=90-54=36°

Como a é o menor angulo, o suplemento de 36 é 180-
36 = 1440°.

6) Resposta “80™".
Solucgdo: (a metade de um angulo) menos seu a [quinta
parte] de seu [complemento] mede 38°.

[a/2] - [1/5] [(90-a)] = 38
a/2-90/5 + a/5 = 38
a/2 +a/5 =38 +90/5
7a/10 = 38 + 18
a=10/7 *56

a = 80°

7) Resposta “180™.

Solucao: Seja x a constante de proporcionalidade, te-
mos para os angulos: a, b, ¢, d, e..., a seguinte proporcao
com os himeros 2, 3,4, 5 e 6:

a/2 =x—-a=2x
b/3 =x-b=3x
c/4 =x—-c=4x
d/5 =x - d = 5x
e/6=x— e =06x

Assim as semi-retas;:a+ b +c+d + e = 2x + 3x + 4x
+ 5x + 6x = 360°

Agora a soma das retas: 20x
Entdo: 20x = 360° — x = 360°/20

x = 18°
Agora sabemos que o maior é 6x, entdo 6 . 18° = 108°.




8) Resposta "135™.
Solugdo: Na figura, o angulo x mede a sexta parte do
angulo y, mais a metade do angulo z. Calculey.

Entdo vale lembrar que:
x +y=180entdoy = 180 - x.
E também como x e z sdo opostos pelo vértice, x = z

E de acordo com a figura: o angulo x mede a sexta
parte do angulo y, mais a metade do angulo z. Calcule y.

X =Yy/6 +12/2
Agora vamos substituir lembrando quey = 180 -xex =z
Entdo:

x = 180° - x/6 + x/2 agora resolvendo fatoracao:
6x = 180°- x + 3x | 6x = 180° + 2x

6x — 2x = 180°

4x = 180°

x=180°/4

x=45°

Agora achary, sabendo que y = 180° - x
y=180° - 45°
y=135°.

9) Resposta “11°; 159°".

Solucao:

3m - 12° e m + 10°, sdo angulos opostos pelo vérti-
ce logo sdo iguais.

3m-12°=m + 10°
3m-m=10° + 12°

2m = 22°
m = 22°/2
m = 11°

m + 10° e n sdo angulos suplementares logo a soma
entre eles é igual a 180°.

(m + 10° + n = 180°

(11° + 10°) + n = 180°

21° + n = 180°
n = 180° - 21°
n = 159°

Resposta: m = 11° e n = 159°.

10) Resposta “45™.
E um angulo oposto pelo vértice, logo, sdo angulos
iguais.

Triangulos

Triangulo é um poligono de trés lados. E o poligono
gue possui o menor nimero de lados. Talvez seja o poli-
gono mais importante que existe. Todo triangulo possui al-
guns elementos e os principais sdo: vértices, lados, angulos,
alturas, medianas e bissetrizes.
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Apresentaremos agora alguns objetos com detalhes
sobre os mesmos.

B
A AC
1. Vértices: A,B,C.

2. I:ados: AB,BC e AC.
3. Angulos internos: a, b e c.

Altura: E um segmento de reta tracada a partir de um
veértice de forma a encontrar o lado oposto ao vértice for-
mando um angulo reto. BH é uma altura do triangulo.

B
AAL\?

Mediana: E o segmento que une um vértice ao ponto
médio do lado oposto. BM é uma mediana.

B
A/m—;

Bissetriz: E a semi-reta que divide um angulo em duas
partes iguais. O angulo B esta dividido ao meio e neste
casok = 0.

A
B ééo \C

Angulo Interno: E formado por dois lados do tridngulo.
Todo tridangulo possui trés angulos internos.

B ALE
D C
A F

Angulo Externo: E formado por um dos lados do trian-
gulo e pelo prolongamento do lado adjacente (ao lado).




Classificacao dos tridngulos quanto ao niimero de lados

Triangulo Equilatero: Os trés lados tém medidas
iguais. m(AB) = m(BC) = m(CA)

A

B c

Triangulo Iséscele: Pelo menos dois lados tém medi-
das iguais. m(AB) = m(AC).

}b

@
4]

Triangulo Escaleno: Todos os trés lados tém medidas
diferentes.

E;

c

Classificacao dos tridngulos quanto as medidas dos
angulos

Triangulo Acutangulo: Todos os angulos internos sao
agudos, isto é, as medidas dos angulos sdo menores do
que 90°.

>

B

Triangulo Obtusangulo: Um angulo interno é obtuso,
isto é, possui um angulo com medida maior do que 90°.

m
I

64 o
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Triangulo Retangulo: Possui um angulo interno reto
(90 graus).

B

Medidas dos Angulos de um Triangulo

Angulos Internos: Consideremos o tridngulo ABC. Po-
deremos identificar com as letras a, b e ¢ as medidas dos
angulos internos desse triangulo. Em alguns locais escre-
vemos as letras maiusculas A, B e C para representar os
angulos.

C
A

AR

A B

A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é
sempre igual a 180 graus, isto é:a + b + ¢ = 180°

Exemplo
Considerando o triangulo abaixo, podemos escrever

que: 70° + 60° + x = 180° e dessa forma, obtemos x = 180°
- 70° - 60° = 50°.

Angulos Externos: Consideremos o tridangulo ABC.
Como observamos no desenho, em anexo, as letras minus-
culas representam os angulos internos e as respectivas le-
tras mailsculas os angulos externos.

Todo angulo externo de um triangulo é igual a soma
dos dois angulos internos ndo adjacentes a esse angulo
externo. Assim: A = b+c, B =a+c,C = a+b




Exemplo

No triangulo desenhado: x=50°+80°=130°.

Congruéncia de Triangulos

A idéia de congruéncia: Duas figuras planas sdo con-
gruentes quando tém a mesma forma e as mesmas dimen-
sdes, isto é, 0 mesmo tamanho.

Para escrever que dois triangulos ABC e DEF sdo con-
gruentes, usaremos a notacao: ABC ~ DEF

Para os triangulos das figuras abaixo, existe a con-
gruéncia entre os lados, tal que:

AB ~ RS, BC ~ ST, CA ~ T e entre os angulos: A ~ R, B
~S,C~T

T

B A S R

Se o triangulo ABC é congruente ao triangulo RST, es-
crevemos: ABC ~ RST

Dois triangulos sdo congruentes, se os seus elementos
correspondentes sdo ordenadamente congruentes, isto §é,
os trés lados e os trés angulos de cada tridngulo tém res-
pectivamente as mesmas medidas.

Para verificar se um tridngulo é congruente a outro,
nao é necessario saber a medida de todos os seis elemen-
tos, basta conhecerem trés elementos, entre os quais esteja
presente pelo menos um lado. Para facilitar o estudo, indi-
caremos os lados correspondentes congruentes marcados
com simbolos graficos iguais.

Casos de Congruéncia de Tridngulos
LLL (Lado, Lado, Lado): Os trés lados sdo conhecidos.
Dois triangulos sdo congruentes quando tém, respec-
tivamente, os trés lados congruentes. Observe que os ele-
mentos congruentes tém a mesma marca.
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LAL (Lado, Angulo, Lado): Dados dois lados e um &ngulo

Dois triangulos sdo congruentes quando tém dois la-
dos congruentes e os angulos formados por eles também
sao congruentes.

AI BRI S

ALA (Angulo, Lado, Angulo): Dados dois angulos e
um lado

Dois triangulos sdo congruentes quando tém um lado
e dois angulos adjacentes a esse lado, respectivamente,
congruentes.

C T
A ' BR ' 5

LAAo (Lado, Angulo, Angulo oposto): Conhecido um
lado, um angulo e um angulo oposto ao lado.

Dois tridangulos sdo congruentes quando tém um lado,
um angulo, um angulo adjacente e um angulo oposto a
esse lado respectivamente congruente.

T T
R SR 5

Semelhanca de Triangulos
A idéia de semelhanca: Duas figuras sdo semelhantes
quando tém a mesma forma, mas ndo necessariamente o
mesmo tamanho.
Se duas figuras R e S sdo semelhantes, denotamos: R~S.

Exemplo
As ampliacdes e as reducdes fotograficas sdo figuras
semelhantes. Para os triangulos:

R

Fill

300 80
, 6 cm | S: Cim ,T

os trés angulos sdo respectivamente congruentes, isto
é: A~R, B~S, C~T




Observacao: Dados dois triangulos semelhantes, tais
triangulos possuem lados proporcionais e angulos con-
gruentes. Se um lado do primeiro triangulo é proporcio-
nal a um lado do outro tridngulo, entdo estes dois lados
sdo ditos homodlogos. Nos triangulos acima, todos os lados
proporcionais séo homologos.

Realmente:

AB~RS pois m(AB)/m(RS) = 2
BC~ST pois m(BC)/m(ST) = 2
AC~RT pois m(AC)/m(RT) = 2

Como as razdes acima sao todas iguais a 2, este valor
comum é chamado razdo de semelhanca entre os triangu-
los. Podemos concluir que o triangulo ABC é semelhante
ao triangulo RST.

Dois triangulos sdo semelhantes se, tém os 3 angulos
e os 3 lados correspondentes proporcionais, mas existem
alguns casos interessantes a analisar.

Casos de Semelhanca de Tridangulos
Dois angulos congruentes: Se dois triangulos tem

dois angulos correspondentes congruentes, entdo os trian-
gulos sao semelhantes.

A
70 D
70
30" 30
C BF E

Se A~D e C~F entdo: ABC~DEF

Dois lados congruentes: Se dois triangulos tem dois
lados correspondentes proporcionais e os angulos forma-
dos por esses lados também sdo congruentes, entdo os
triangulos sdo semelhantes.

B F
L oM\ 9 3 . 4cm
/N 74\
CE G

6
A

Como m(AB) / m(EF) = m(BC) / m(FG) = 2
Entdo ABC ~ EFG

66
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Na figura abaixo, observamos que um tridngulo pode
ser “rodado” sobre o outro para gerar dois tridngulos se-
melhantes e o valor de x sera igual a 8.

B
6

c

D 4

3
A

Realmente, x pode ser determinado a partir da seme-
lhanga de triangulos.

Trés lados proporcionais: Se dois triangulos tém os
trés lados correspondentes proporcionais, entdo os trian-
gulos sao semelhantes.

c
1,9

A R 25 S

Exercicios
1. Neste triangulo ABC, vamos calcular a, h, m e n:

2. Determine os valores literais indicados na figura:

C

13
12

X

3. Determine os valores literais indicados na figura:
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4. Determine os valores literais indicados na figura:

L

LN,
S

5. Determine os valores literais indicados na figura:

q

A ]__I]
d

5

g Ll c

6. Determine a altura de um triangulo equilatero de lado I.

0|~

7. Determine x nas figuras.

0y

MATEMATICA

8. Determine a diagonal de um quadrado de lado |.

|
B o A

9. Calcule o perimetro do triangulo retangulo ABC da
figura, sabendo que o segmento BC ¢ igual a 10 m e cos
o =3/5

10. Calcule a altura de um triangulo equilatero que
tem 10 cm de lado.

Respostas

1) Solugéo:
a’=pb?+c?-a’=62+8"-a?=100-a =10
b.c=ah - 8.6 =10.h - h =48/10 = 4,8
c¢2=am—-62=10m - m = 36/10 = 3,6
b?=an —-82=10.n-n =64/10 = 6,4

2) Solucao:
132 =122+ ¥*
169 = 144 + X*
x* =25

x=5

512 =13y
y = 60/13

NOVA 7
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3) Solugao:
52 = 32 4 y2
25=9+x?
x>=16
x=V16=4
3¥=5m

9
m=—

5
4> =5n

16
n=—

5
hzzgxE

5 5
h2:&

25
po 144

25

-2

5
4) Solugéo:

AC=10— e« AB=24
(O é o centro da circunferéncia)

Solucgo:

(BC)? =10% + 24>

(BC)* =100+ 576

(BC)* = 676

BC =676 =26

_26_
2

X 13

5) Solugao:
d? =52 + 42
d?=25+16
d?=41
d=v41

MATEMATICA

6) Solucao:

7) Solucao: O triangulo ABC é equilatero.

_W3

X

X

2
IENWE

2

8) Solucao:
d? =12+ 12
dz =217
d=v2P
d=1v2

9) Solucgao:
X
COSOX = —
10

3 x
5 10
5x=30
_30_
==
10° =6 +y*

100 =36+ y2
y*=100-36
y2=64:>y=m

P=10+6+8=24m

X 6
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10) Solugao:
A
10 10
h
g
B H 5 c
10
10° =5 +h’
h*=100-25
=15

h=+75 =53 =53cm

Quadrilatero
Quadrilateros e a sua classificacao

Quadrildtero é um poligono com quatro lados e os
principais quadrilateros sdo: quadrado, retangulo, losango,
trapézio e trapezoide.

A

c

No quadrilatero acima, observamos alguns elementos
geométricos:

- Os vértices sdo os pontos: A, B, Ce D.

- Os angulos internos sdo A, B, C e D.

- Os lados sdo os segmentos AB, BC, CD e DA.

Observagao: Ao unir os vértices opostos de um quadri-
ldtero qualquer, obtemos sempre dois tridangulos e como a
soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo é
180 graus, concluimos que a soma dos angulos internos de
um quadrilatero é igual a 360 graus.

D c
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Classificacao dos Quadrilateros

Paralelogramo: E o quadrilatero que tem lados opos-
tos paralelos. Num paralelogramo, os angulos opostos sdo
congruentes. Os paralelogramos mais importantes rece-
bem nomes especiais:

- Losango: 4 lados congruentes

- Retdngulo: 4 angulos retos (90 graus)

- Quadrado: 4 lados congruentes e 4 angulos retos.

Losango Quadrado

Retangulo

D 5 D c
A
o
B A B A B

Trapézio: E o quadrilatero que tem apenas dois lados
opostos paralelos. Alguns elementos graficos de um trapé-
zio (parecido com aquele de um circo).

D C

A

- AB é paralelo a CD

- BC é ndo é paralelo a AD
- AB é a base maior

- DC é a base menor

Os trapézios recebem nomes de acordo com os trian-
gulos que tém caracteristicas semelhantes. Um trapézio
pode ser:

- Retangulo: dois angulos retos
- Isdsceles: lados nao paralelos congruentes
- Escaleno: lados néo paralelos diferentes

Trapsazio
ledgscelas




Exercicios

1. Determine a medida dos angulos indicados:

a)

g7°

b)

g

3arf

23

2. As medidas dos angulos internos de um quadrilatero
sdo: x + 17% x + 37°% x + 45° e x + 13°. Determine as medi-
das desses angulos.

3. No paralelogramo abaixo, determine as medidas de
xey.

4. A figura abaixo é um losango. Determine o valor de
x ey, a medida da diagonal AC , da diagonal BD e o peri-
metro do triangulo BMC.

D

20

248
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5. No retangulo abaixo, determine as medidas de x e y
indicadas:

H+3”

12x+2°
¥

6. Determine as medidas dos angulos do trapézio da
figura abaixo:

O I
274 34°
ki
[+] - I.IIII B

7. A figura abaixo é um trapézio isosceles, onde a, b, ¢
representam medidas dos angulos internos desse trapézio.
Determine a medida de a, b, c.

17

A,

8. Sabendo que x é a medida da base maior, y é a medi-
da da base menor, 5,5 cm é a medida da base média de um
trapézio e que x - y = 5 cm, determine as medidas de x e y.

9. Seja um paralelogramo com as medidas da base e da
altura respectivamente, indicadas por b e h. Se construir-
mos um outro paralelogramo que tem o dobro da base e o
dobro da altura do outro paralelogramo, qual sera relacdo
entre as areas dos paralelogramos?

10. E possivel obter a 4rea de um losango cujo lado
mede 10 cm?

NOVA
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Respostas

1) Solugao:

a) x + 105° + 98° + 87° = 360°
X + 290° = 360°

x = 360° - 290°

x =70°

b) x + 80° + 82° = 180°

X + 162° = 180°

x = 180° - 162°

x = 18°

18° + 90° +y + 90° = 360°
y + 198° = 360°

y = 360° - 198°

y = 162°

c3a/2+2a+a/2+a=360°
(B3a+4a+a+2a)/2=720°/2

10a = 720°
a=720°/10
a=72°

72° + b +90° = 180°
b +162° = 180°

b =180° - 162°

b =18

2) Solucao:

X+ 17° + x + 37° + x + 45° + x + 13° = 360°
4x + 112° = 360°

4x = 360° - 112°

x =248° /4

X = 62°

Entdo, os angulos séo:
x+17°=79°

X + 37°=99°

X + 45° = 107°

X+ 13° =75°,

3) Solugao:

9y + 16° = 7y + 40°
9y = 7y + 40° - 16°
9y =7y + 24°

Oy -7y = 24°

2y = 24°

y = 24° /2

y =12°

Entao:

X+ (7 *12° + 40°) = 180°
x = 180° - 124°

x = 56°

4) Solugao:

x =15

y =20

AC =20+20=40

BD =15+15=30
BMC =15 + 20 + 25 = 60.

MATEMATICA

5) Solugao:
12x+2°+5x+3°=90°
17 x + 5° =90°

17 x=90° - 5°

17 x = 85°
x=85°/17°=5°

y = 5x + 3°
y=5(5°+3°

y = 28°

6) Solucao:

X + 27° + 90° = 180°
x + 117° = 180°

x = 180° - 117°

X = 63°

y + 34° + 90° = 180°
y + 124° = 180°

y = 180° - 124°

y = 56°

As medidas dos angulos séo:

7) Solucgao:
c=117°
a+117° = 180°
a=180°-117°
a=63°

b=63°

8) Solucao:
Xty

2
x—y=>5

=5,5

xX+y
2
x+y=11

=35,5

x+y=11
X-y=5

2x+0=16
2x = 16/2
X =28

x+y=11
8+y=11
y=11-8
y=3

63°;56°;90° + 27° = 117°; 90 + 34° = 124°.
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9) Solucao:
A2 = (2b)(2h) =4 bh =4 Al

10) Solucao:
N&o, pois os angulos entre os lados de dois losangos,
podem ser diferentes.

GEOMETRIA ESPACIAL

Sélidos Geométricos
Para explicar o calculo do volume de figuras geométri-
cas, podemos pedir que visualizem a seguinte figura:

Prisma

a) A figura representa a planificacdo de um prisma reto;
b) O volume de um prisma reto é igual ao produto da
area da base pela altura do solido, isto é

V=Abxa

¢) O cubo e o paralelepipedo retangulo sdo prismas;

d) O volume do cilindro também se pode calcular da
mesma forma que o volume de um prisma reto.

Os formulérios seguintes, das figuras geométricas séo
para calcular da mesma forma que as acima apresentadas:

Figuras Geométricas:

Cubo Paralelepipecdo
e la
b‘\‘q———————b
c
V=a V=axbxc
Prisma Ciltindro
a a
Al=Pxa At = Al + 24a)
At = Al + 24D = 2rra+ 2t

v ®
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O conceito de cone

altura

Considere uma regido plana limitada por uma curva
suave (sem quinas), fechada e um ponto P fora desse pla-
no. Chamamos de cone ao sélido formado pela reunido de
todos os segmentos de reta que tém uma extremidade em
P e a outra num ponto qualquer da regiao.

Elementos do cone

- Base: A base do cone é a regido plana contida no
interior da curva, inclusive a propria curva.

- Vértice: O vértice do cone é o ponto P

- Eixo: Quando a base do cone é uma regido que pos-
sui centro, o eixo é o segmento de reta que passa pelo
vértice P e pelo centro da base.

- Geratriz: Qualquer segmento que tenha uma extre-
midade no vértice do cone e a outra na curva que envolve
a base.

- Altura: Distancia do vértice do cone ao plano da base.

- Superficie lateral: A superficie lateral do cone é a
reunido de todos os segmentos de reta que tem uma extre-
midade em P e a outra na curva que envolve a base.

- Superficie do cone: A superficie do cone ¢ a reuniao
da superficie lateral com a base do cone que é o circulo.

- Secao meridiana: A secdo meridiana de um cone ¢
uma regiao triangular obtida pela interse¢do do cone com
um plano que contem o eixo do mesmo.

Classificacao do cone

Quando observamos a posicao relativa do eixo em re-
lagdo a base, os cones podem ser classificados como retos
ou obliquos. Um cone é dito reto quando o eixo é perpen-
dicular ao plano da base e é obliquo quando ndo é um
cone reto. Ao lado apresentamos um cone obliquo.

Observacao: Para efeito de aplicacdes, os cones mais
importantes sdo os cones retos. Em funcdo das bases, os
cones recebem nomes especiais. Por exemplo, um cone é
dito circular se a base é um circulo e é dito eliptico se a
base é uma regido eliptica.




Observagoes sobre um cone circular reto

1. Um cone circular reto é chamado cone de revolucao
por ser obtido pela rotacdo (revolucdo) de um triangulo
retangulo em torno de um de seus catetos

2. A secdo meridiana do cone circular reto é a interse-
¢ao do cone com um plano que contem o eixo do cone. No
caso acima, a secao meridiana é a regiao triangular limitada
pelo triangulo isésceles VAB.

3. Em um cone circular reto, todas as geratrizes sao
congruentes entre si. Se g € a medida de cada geratriz en-
tdo, pelo Teorema de Pitagoras, temos: g? = h? + R?

4. A Area Lateral de um cone circular reto pode ser
obtida em funcdo de g (medida da geratriz) e R (raio da
base do cone):A _ = PiRg

5. A Area total de um cone circular reto pode ser ob-
tida em funcao de g (medida da geratriz) e R (raio da base
do cone):

A .,=PiRg+PiR?

2axR

Cones Equilateros

Um cone circular reto é um cone equilatero se a sua
secdo meridiana é uma regido triangular equilatera e neste
caso a medida da geratriz é igual a medida do diametro
da base.

A éarea da base do cone é dada por:

ABase:Pi RZ

Pelo Teorema de Pitagoras temos:

(2R)? = h? + R?

h? = 4R? - R? = 3R?

MATEMATICA
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Assim:

h=R.3

Como o volume do cone é obtido por 1/3 do produto
da area da base pela altura, entéo:

V = (1/3) Pi BR:

Como a érea lateral pode ser obtida por:

A =PiRg=PiR2R=2PiR?

entdo a area total sera dada por:

ATotaI = 3 PI RZ

O conceito de esfera

A esfera no espaco R® é uma superficie muito impor-
tante em funcdo de suas aplicacbes a problemas da vida.
Do ponto de vista matematico, a esfera no espaco R* é con-
fundida com o solido geométrico (disco esférico) envolvido
pela mesma, razdo pela quais muitas pessoas calculam o
volume da esfera. Na maioria dos livros elementares sobre
Geometria, a esfera é tratada como se fosse um sélido, he-
ranca da Geometria Euclidiana.

Embora ndo seja correto, muitas vezes necessitamos fa-
lar palavras que sejam entendidas pela coletividade. De um
ponto de vista mais cuidadoso, a esfera no espaco R* é um
objeto matematico parametrizado por duas dimensdes, o
que significa que podemos obter medidas de area e de com-
primento, mas o volume tem medida nula. Ha outras esferas,
cada uma definida no seu respectivo espago n-dimensional.
Um caso interessante é a esfera na reta unidimensional:

S° = {x em R: x*=1} = {+1,-1}

Por exemplo, a esfera

St={(xy)emRxZx*+y*=1}

é conhecida por nés como uma circunferéncia de raio
unitario centrada na origem do plano cartesiano.

Aplicacao: volumes de liquidos

Um problema fundamental para empresas que arma-
zenam liquidos em tanques esféricos, cilindricos ou esfé-
ricos e cilindricos é a necessidade de realizar célculos de
volumes de regides esféricas a partir do conhecimento da
altura do liquido colocado na mesma. Por exemplo, quan-
do um tanque é esférico, ele possui um orificio na parte
superior (polo Norte) por onde é introduzida verticalmente
uma vara com indicadores de medidas. Ao retirar a vara,
observa-se o nivel de liquido que fica impregnado na vara
e esta medida corresponde a altura de liquido contido na
regido esférica. Este ndo é um problema trivial, como ob-
servaremos pelos célculos realizados na sequéncia.




A seguir apresentaremos elementos esféricos basicos e
algumas formulas para célculos de areas na esfera e volu-
mes em um solido esférico.

A superficie esférica

A esfera no espaco R? é o conjunto de todos os pontos
do espaco que estdo localizados a uma mesma distancia
denominada raio de um ponto fixo chamado centro.

Uma notacdo para a esfera com raio unitario centrada
na origem de R® é:

S?={(xyzemR:x* +y?+7z* =1}

Uma esfera de raio unitario centrada na origem de R*
é dada por:

S*={(wxyz)emR:w? +x* +y? +7z* =1}

Vocé conseguiria imaginar espacialmente tal esfera?

Do ponto de vista pratico, a esfera pode ser pensada
como a pelicula fina que envolve um sélido esférico. Em
uma melancia esférica, a esfera poderia ser considerada a
pelicula verde (casca) que envolve a fruta.

E comum encontrarmos na literatura béasica a definicao
de esfera como sendo o solido esférico, no entanto nio
se devem confundir estes conceitos. Se houver interesse
em aprofundar os estudos desses detalhes, deve-se tomar
algum bom livro de Geometria Diferencial que é a area da
Matematica que trata do detalhamento de tais situagoes.

O disco esférico é o conjunto de todos os pontos do es-
paco que estao localizados na casca e dentro da esfera. Do
ponto de vista pratico, o disco esférico pode ser pensado
como a reuniao da pelicula fina que envolve o sélido esféri-
co com a regido solida dentro da esfera. Em uma melancia
esférica, o disco esférico pode ser visto como toda a fruta.

Quando indicamos o raio da esfera pela letra R e o centro
da esfera pelo ponto (0,0,0), a equacdo da esfera é dada por:
XZ + y2 + ZZ - RZ

e a relacdo matematica que define o disco esférico é o
conjunto que contém a casca reunido com o interior, isto é:
X2 +y? + 22 < R?

Quando indicamos o raio da esfera pela letra R e o cen-
tro da esfera pelo ponto (x_y_z) a equacdo da esfera é
dada por:

(x-x )% + (y-y)* + (z-z))* = R®
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e a relacdo matematica que define o disco esférico é o
conjunto que contém a casca reunido com o interior, isto é,
o conjunto de todos os pontos (x,y,z) em R® tal que:

(x-x)? + (y-y,)* + (z-z))* < R?

Da forma como estéa definida, a esfera centrada na ori-
gem pode ser construida no espaco euclidiano R* de modo
que o centro da mesma venha a coincidir com a origem do
sistema cartesiano R?, logo podemos fazer passar os eixos
OX, OY e OZ, pelo ponto (0,0,0).

Hemisfério sul

R /7_—__\'\

Seccionando a esfera x*+y?+z?=R? com o plano z=0,
obteremos duas superficies semelhantes: o hemisfério
Norte (“boca para baixo”) que é o conjunto de todos os
pontos da esfera onde a cota z é ndo negativa e o hemis-
fério Sul ("boca para cima”) que é o conjunto de todos os
pontos da esfera onde a cota z ndo é positiva.

Se seccionarmos a esfera x*+y*+z°=R? por um plano
vertical que passa em (0,0,0), por exemplo, o plano x=0,
teremos uma circunferéncia maximal C da esfera que é uma
circunferéncia contida na esfera cuja medida do raio coinci-
de com a medida do raio da esfera, construida no plano YZ
e a equacao desta circunferéncia sera:

x=0, y* + z* = R?

sendo que esta circunferéncia intersecta o eixo OZ nos
pontos de coordenadas (0,0,R) e (0,0,-R). Existem infinitas
circunferéncias maximais em uma esfera.

Se rodarmos esta circunferéncia maximal C em torno
do eixo OZ, obteremos a esfera através da rotagdo e por
este motivo, a esfera é uma superficie de revolugao.

Se tomarmos um arco contido na circunferéncia ma-
ximal cujas extremidades sdo os pontos (0,0,R) e (0,p,q) tal
que p*+qg?=R? e rodarmos este arco em torno do eixo OZ,
obteremos uma superficie denominada calota esférica.

Calota esférica

e—

Na pratica, as pessoas usam o termo calota esférica
para representar tanto a superficie como o sélido geomé-
trico envolvido pela calota esférica. Para evitar confusdes,
usarei “calota esférica” com aspas para o sélido e sem aspas
para a superficie.




A partir da rotagdo, construiremos duas calotas em
uma esfera, de modo que as extremidades dos arcos se-
jam (0,0,R) e (0,p,q) com p?+g?=R? no primeiro caso (calota
Norte) e no segundo caso (calota Sul) as extremidades dos
arcos (0,0,-R) e (0,r,-s) com r?+s?=R? e retirarmos estas duas
calotas da esfera, teremos uma superficie de revolugéo de-
nominada zona esférica.

De um ponto de vista pratico, consideremos uma me-
lancia esférica. Com uma faca, cortamos uma “calota esféri-
ca” superior e uma “calota esférica” inferior. O que sobra da
melancia é uma regido soélida envolvida pela zona esférica,
algumas vezes denominada zona esférica.

Consideremos uma “calota esférica” com altura h, e
raio da base r, e retiremos desta calota uma outra “calota
esférica” com altura h, e raio da base r, de tal modo que
os planos das bases de ambas sejam paralelos. A regido so-
lida determinada pela calota maior menos a calota menor
recebe o nome de segmento esférico com bases paralelas.

Segmento esférico

(bases paralelas)

e

No que segue, usaremos esfera tanto para o sélido
como para a superficie, “calota esférica” para o sélido en-
volvido pela calota esférica, a letra maiuscula R para en-
tender o raio da esfera sobre a qual estamos realizando
os calculos, V sera o volume, A(lateral) sera a area lateral e
A(total) sera a area total.

Algumas féormulas (relacoes) para objetos esféricos

Objeto Relacoes e formulas
Volume = (4/3) PiR?
A(total) = 4 Pi R?

R? = h (2R-h)

A(lateral) = 2PiR h
A(total) = Pi h (4R-h)
V=Pi.h*(3R-
h)/3=Pi(3R?+h?)/6

R? = a’ + [(r -r,-h?)/2h))?
A(lateral) = 2 PiR h
A(total) = Pi(2Rh+r,?+r.?)
Volume=Pi.h(3r,%+3r,>+h?)/6

Esfera

Calota esférica (altura h,
raio da base r)

Segmento esférico
(altura h, raios das
bases r,>r?)
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Estas férmulas podem ser obtidas como aplica¢cdes do
Calculo Diferencial e Integral, mas nés nos limitaremos a
apresentar um processo matematico para a obtencdo da
férmula do calculo do volume da “calota esférica” em fun-
¢do da altura da mesma.

Volume de uma calota no hemisfério Sul
Consideremos a esfera centrada no ponto (0,0,R) com
raio R.

A equacao desta esfera serd dada por:

x* +y? + (z-R)? = R?

A altura da calota sera indicada pela letra h e o plano
que coincide com o nivel do liquido (cota) sera indicado
por z=h. A intersecdo entre a esfera e este plano é dado
pela circunferéncia

X2 +y? = R? - (h-R)?

Obteremos o volume da calota esférica com a altura
h menor ou igual ao raio R da esfera, isto &, h pertence ao
intervalo [O,R] e neste caso poderemos explicitar o valor de
z em funcdo de x e y para obter:

z=R-\JR* - (x*+y")

Para simplificar as operacbes algébricas, usaremos a
letra r para indicar:

r?2 = R? - (h-R)? = h(2R-h)

A regido circular S de integracdo serd descrita por
x*+y?<R? ou em coordenadas polares através de:

0<mx<R, 0<t<2Pi

A integral dupla que representa o volume da calota em
funcdo da altura h é dada por:

Ve(h) = J.J‘ J(h—2)dxdy

ou seja

Ve(h)= [ [ ,(h= R+[R? = + y*))dxdy

Escrita em Coordenadas Polares, esta integral fica na

forma:
2x

Ve(h) = j j (h— R+ R> —m* ymdmdt

t=0 m=0




ApOs realizar a integral na variavel t, podemos separa
-la em duas integrais:

Ve(h) = 2n{j(h — Rymdm+ j VR — m? mdm)

ou seja:

Ve(h)=n{(h— R)R* - jJRZ —m? (=2m)dm}

Com a mudanca de varidvel u=R?>-m? e du=(-2m)dm
poderemos reescrever:

Ve(hy=n{(h-RR*+ [ \udu}

Ap0s alguns clculos obtemos:

V (h) = Pi (h-R) [R? -(h-R)?] - (2/3)Pi[(R-h)* - R’]

e assim temos a férmula para o célculo do volume da
calota esférica no hemisfério Sul com a altura h no intervalo
[O,R], dada por:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3

Volume de uma calota no hemisfério Norte

Se o nivel do liquido mostra que a altura h ja ultrapas-
sou o raio R da regido esférica, entdo a altura h estd no
intervalo [R,2R]

R " |d
R

#

o

Lancaremos mdo de uma propriedade de simetria da
esfera que nos diz que o volume da calota superior assim
como da calota inferior somente depende do raio R da es-
fera e da altura h e ndo da posicao relativa ocupada.

Aproveitaremos o resultado do célculo utilizado para a
calota do hemisfério Sul. Tomaremos a altura tal que: h=2R
-d, onde d é a altura da regido que ndo contém o liquido.
Como o volume desta calota vazia é dado por:

V(d) = Pi d*(3R-d)/3

e como h=2R-d, entdo para h no intervalo [R,2R], po-
deremos escrever o volume da calota vazia em funcdo de h:

V.(h) = Pi (2R-h)*(R+h)/3

Para obter o volume ocupado pelo liquido, em funcdo
da altura, basta tomar o volume total da regido esférica e
retirar o volume da calota vazia, para obter:

V(h) = 4Pi R%/3 - Pi (2R-h)’(R+h)/3

que pode ser simplificada para:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3

Independentemente do fato que a altura h esteja no
intervalo [O,R] ou [R,2R] ou de uma forma geral em [0,2R], o
calculo do volume ocupado pelo liquido é dado por:

V(h) = Pi h*(3R-h)/3
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Poliedro

Poliedro é um sélido limitado externamente por planos
no espaco R®. As regides planas que limitam este sélido s&o
as faces do poliedro. As interse¢des das faces sdo as ares-
tas do poliedro. As intersecbes das arestas sdo os vértices
do poliedro. Cada face é uma regido poligonal contendo
n lados.

Poliedros convexos sdo aqueles cujos angulos diedrais
formados por planos adjacentes tém medidas menores do
que 180 graus. Outra definicdo: Dados quaisquer dois pon-
tos de um poliedro convexo, o segmento que tem esses
pontos como extremidades, devera estar inteiramente con-
tido no poliedro.

Poliedros Regulares
Um poliedro é regular se todas as suas faces séo re-

gides poligonais regulares com n lados, o que significa que
0 mesmo numero de arestas se encontram em cada vértice.

Tetraedro Hexaedro (cubo) Octaedro
a a
Areas e Volumes
Poliedro regular Area Volume
Tetraedro a’ R[3] (1/12) a® R|2]
Hexaedro 6 a’ a3
Octaedro 2 a’R[3] (1/3) a* R|2]
1/4) 2
2 .
Dodecaedro 3a’ R{25+10-R[5]} (15+7-R[5])
Icosaedro 5a’ R[3] (5/12) a* (3+R]5))

Nesta tabela, a notacao R[z] significa a raiz quadra-
da de z>0.

Prisma

Prisma é um solido geométrico delimitado por faces
planas, no qual as bases se situam em planos paralelos.
Quanto a inclinacao das arestas laterais, os prismas podem
ser retos ou obliquos.

Prisma reto
As arestas laterais ttm o mesmo comprimento.

As arestas laterais sdo perpendiculares ao plano da base.
As faces laterais sdo retangulares.




Prisma obliquo

As arestas laterais ttm o mesmo comprimento.
As arestas laterais sdo obliquas ao plano da base.
As faces laterais ndo sao retangulares.

MATEMATICA

Bases: regides poligonais
congruentes
Altura: distancia entre
as bases
Arestas laterais
paralelas: mesmas
medidas
Faces laterais:
paralelogramos

Prisma reto

Aspectos comuns Prisma obliquo

Secoes de um prisma

Secao transversal

E a regido poligonal obtida pela intersecdo do prisma
com um plano paralelo as bases, sendo que esta regido
poligonal é congruente a cada uma das bases.

Secao reta (secao normal)

E uma secdo determinada por um plano perpendicular
as arestas laterais.

Principio de Cavaliere

Consideremos um plano P sobre o qual estdo apoiados
dois solidos com a mesma altura. Se todo plano paralelo
ao plano dado interceptar os solidos com secdes de areas
iguais, entdo os volumes dos sélidos também serdo iguais.

Prisma regular
E um prisma reto cujas bases sdo regides poligonais
regulares.

Exemplos:

Um prisma triangular regular é um prisma reto cuja
base é um triangulo equilatero.

Um prisma quadrangular regular é um prisma reto cuja
base é um quadrado.

Planificacdao do prisma

Um prisma é um soélido formado por todos os pontos
do espaco localizados dentro dos planos que contém as fa-
ces laterais e os planos das bases. As faces laterais e as ba-
ses formam a envoltdria deste solido. Esta envoltdria é uma
“superficie” que pode ser planificada no plano cartesiano.
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Tal planificacdo se realiza como se cortassemos com
uma tesoura esta envoltdria exatamente sobre as arestas
para obter uma regido plana formada por areas congruen-
tes as faces laterais e as bases.

A planificagdo é Util para facilitar os calculos das areas
lateral e total.

Volume de um prisma

O volume de um prisma é dado por:

Vprisma = Abase . h

Area lateral de um prisma reto com base poligonal
regular

A area lateral de um prisma reto que tem por base uma
regido poligonal regular de n lados é dada pela soma das
areas das faces laterais. Como neste caso todas as areas das
faces laterais sdo iguais, basta tomar a area lateral como:

Cilindros

P

Seja P um plano e nele vamos construir um circulo de
raio r. Tomemos também um segmento de reta PQ que ndo
seja paralelo ao plano P e nem esteja contido neste plano P.

Um cilindro circular é a reunido de todos os segmen-
tos congruentes e paralelos a PQ com uma extremidade
no circulo.

Observamos que um cilindro é uma superficie no es-
paco R3, mas muitas vezes vale a pena considerar o cilindro
com a regido solida contida dentro do cilindro. Quando nos
referirmos ao cilindro como um sélido usaremos aspas, isto
é, “cilindro” e quando for a superficie, simplesmente escre-
veremos cilindro.

A reta que contém o segmento PQ é denominada gera-

~ oz

triz e a curva que fica no plano do “chdo” é a diretriz.

o N

Geratriz Eixo h

ol

Piretriz Diretriz

Em funcdo da inclinacdo do segmento PQ em relacdo
ao plano do “chao”, o cilindro serd chamado reto ou obli-
quo, respectivamente, se o segmento PQ for perpendicular

ou obliquo ao plano que contém a curva diretriz.




Objetos geométricos em um “cilindro”

Num cilindro, podemos identificar varios elementos:

- Base E a regido plana contendo a curva diretriz e todo
o seu interior. Num cilindro existem duas bases.

- Eixo E o0 segmento de reta que liga os centros das
bases do “cilindro”.

- Altura A altura de um cilindro é a distancia entre os
dois planos paralelos que contém as bases do “cilindro”.

- Superficie Lateral E o conjunto de todos os pontos
do espaco, que nao estejam nas bases, obtidos pelo deslo-
camento paralelo da geratriz sempre apoiada sobre a curva
diretriz.

- Superficie Total E o conjunto de todos os pontos
da superficie lateral reunido com os pontos das bases do
cilindro.

- Area lateral E a medida da superficie lateral do ci-
lindro.

- Area total £ a medida da superficie total do cilindro.

- Se¢do meridiana de um cilindro E uma regigo poli-
gonal obtida pela intersecdo de um plano vertical que pas-
sa pelo centro do cilindro com o cilindro.

Classificacao dos cilindros circulares

Cilindro circular obliquo Apresenta as geratrizes obli-
quas em relacdo aos planos das bases.

Cilindro circular reto As geratrizes sao perpendicula-
res aos planos das bases. Este tipo de cilindro é também
chamado de cilindro de revolugdo, pois é gerado pela rota-
¢do de um retangulo.

Cilindro equilatero £ um cilindro de revolucéo cuja se-
¢do meridiana é um quadrado.

Volume de um “cilindro”

Em um cilindro, o volume é dado pelo produto da area
da base pela altura.

V = Abase x h
Se a base é um circulo de raio r, entdo:
V=Tr2h

Areas lateral e total de um cilindro circular reto
Quando temos um cilindro circular reto, a area lateral

é dada por:
Iat - 2 :ITr h
onde r é o raio da base e h é a altura do cilindro.
A=A, +2A,
Ato —21Trh+21Tr2
A =2 Tr(h+r)

Exercicios

1. Dado o cilindro circular equilatero (h = 2r), calcular a
area lateral e a area total.

2. Seja um cilindro circular reto de raio igual a 2cm e
altura 3cm. Calcular a area lateral, area total e o seu volume.

3. As areas das bases de um cone circular reto e de um
prisma quadrangular reto sao iguais. O prisma tem altura
12 cm e volume igual ao dobro do volume do cone. Deter-
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minar a altura do cone.
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4. Anderson colocou uma casquinha de sorvete dentro
de uma lata cilindrica de mesma base, mesmo raio R e mes-
ma altura h da casquinha. Qual é o volume do espaco (va-
zio) compreendido entre a lata e a casquinha de sorvete?

Respostas

1) Solugdo: No cilindro equildtero, a area lateral e a area
total é dada por:

A, =2Tr2r=47p

At =A_ +2A,
Att—41Tr2+21Tr2—61Tr2
V=A_ _h=Tr2r=2Tp¢

base

2) Solucdo: Calculo da Area lateral A =2 Tirh =2 T
23=12Tcm?
Célculo da Areatotal A =A_ +2A A  =12T+2

M22=12M+ 8= 20 ﬂTcmZ
Calculo do Volume V = Abase x h = TIr2 x hV = TT22 x
3=Tx4x3=12Tcm>

3) Solugao:
h =12

prisma
base do prisma

= 2(A h)3
3

base do cone

A hprlsma
12 =
h =18 cm

4) Solucgao:

V = Vallndro - Vo ne

V=A__h-(1/3)A,,

V P| R2 -(1/3) Pi R h
=(2/3) PiR?h cm?
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( FUNCOES DO 1° E 2° GRAUS; )

Funcgéo do 1° Grau

Dados dois conjuntos A e B, ndo-vazios, funcdo é
uma relacdo binaria de A em B de tal maneira que todo
elemento x, pertencente ao conjunto A, tem para si um
Unico correspondente y, pertencente ao conjunto B, que é
chamado de imagem de x.

Notemos que, para uma relacdo binaria dos conjuntos A
e B, nesta ordem, representarem uma funcéo é preciso que:

- Todo elemento do conjunto A tenha algum
correspondente (imagem) no conjunto B;

- Para cada elemento do conjunto A exista um Unico
correspondente (imagem) no conjunto B.

Assim como em rela¢do, usamos para as funcdes, que
sao relagdes especiais, a seguinte linguagem:

Dominio: Conjunto dos elementos que possuem
imagem. Portanto, todo o conjunto A, ou seja, D = A.

Contradominio: Conjunto dos elementos que se
colocam a disposicdo para serem ou nao imagem dos
elementos de A. Portanto, todo conjunto B, ou seja, CD = B.

Conjunto Imagem: Subconjunto do conjunto B
formado por todos os elementos que sdo imagens dos
elementos do conjunto A, ou seja, no exemplo anterior: Im
={a, b, c}.

Exemplo

Consideremos os conjuntos A = {0, 1, 2, 3, 5} e B = {0,
1,2 3,4,5 6,7, 8}.

Vamos definir a funcdo f de A em B com f(x) = x + 1.

Tomamos um elemento do conjunto A, representado
por x, substituimos este elemento na sentenga f(x),
efetuamos as operacdes indicadas e o resultado sera a
imagem do elemento x, representada por y.

MATEMATICA
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fA-B
y=fx)=x+1

Tipos de Funcao
Injetora: Quando para ela elementos distintos do

dominio apresentam imagens também distintas no
contradominio.

Reconhecemos, graficamente, uma funcdo injetora
quando, uma reta horizontal, qualquer que seja interceptar
o gréfico da fungdo, uma Unica vez.

8(x)

/N

flx) é injetora 2(x) ndo ¢ injetora
(interceptou o grafico mais

de uma vez)

Sobrejetora: Quando todos os elementos do
contradominio forem imagens de pelo menos um elemento
do dominio.

Reconhecemos, graficamente, uma fungao sobrejetora
quando, qualquer que seja a reta horizontal que interceptar
0 eixo no contradominio, interceptar, também, pelo menos
uma vez o grafico da funcao.




g(x) ndo ¢ sobrejetora
(ndo interceptou o grafico)

flx) é sobrejetora

Bijetora: Quando apresentar as caracteristicas de
funcdo injetora e ao mesmo tempo, de sobrejetora, ou
seja, elementos distintos tém sempre imagens distintas e
todos os elementos do contradominio sdo imagens de pelo
menos um elemento do dominio.

Funcado crescente: A funcdo f(x), num determinado
intervalo, é crescente se, para quaisquer x, e x? pertencentes
a este intervalo, com x,<x,, tivermos f(x,) <f(x,).

L

fox) e

ey
8]

ui ] x3

X, <x, = f(x,)<f(x,)

Funcdo decrescente: Funcao f(x), num determinado
intervalo, é decrescente se, para quaisquer x, e X,
pertencente a este intervalo, com x, < x,, tivermos f(x,)>f(x,).

Y
o fix)
fix)
§) x X %
X, <X, = f(x,)>f(x,)
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Funcdo constante: A funcdo f(x), num determinado
intervalo, é constante se, para quaisquer x, < x,, tivermos

fix,) = f(x,).

Ya

fxy) fixa)

fix)

X X

Graficos de uma Funcao

A apresentacao de uma funcao por meio de seu grafico
é muito importante, ndo s6 na Matematica como nos
diversos ramos dos estudos cientificos.

Exemplo

Consideremos a funcdo real fix) = 2x — 1. Vamos
construir uma tabela fornecendo valores para x e, por meio
da sentenca f(x), obteremos as imagens y correspondentes.

X y=2x-1
—2 =5

-1 =3

0 =il

1

2

3

Transportados os pares ordenados para o plano cartesiano,
vamos obter o gréafico correspondente a funcao f(x).

4
) ./ .
- /.
1 —/ :
—3 _+ —'!l L_I :l _!'2 : s
P =1
2
P
s
/i - —
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Exemplo paraa > 0
Consideremos f(x) = 2x — 1.

X 1) "

S E

0 1 it
1 2T

2 3 !

| ]
P
Lt -
N
wd
=T

=

— -3

e

Exemplo paraa <0
Consideremos f(x) = —x + 1.

x NEY

-1 2 Y
0 1

1 0

2 -1

Consideremos a funcao f(x) = ax + b coma # 0, em que
X, € a raiz da funcgéo f(x).

MATEMATICA

a>0 a<0

. X

x>x0ﬁf (x)>0 x>x0éf (x) <0
x=x,=f (x) =0 x=x,=f (x)=0
x<x, =T (x)<0 x<x,=T (x)>0

Conclusdo: O gréafico de uma fungdo do 1° grau € uma
reta crescente para a > 0 e uma reta decrescente para a < 0.
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Zeros da Funcao do 1° grau:

Chama-se zero ou raiz da fungdo do 1° grau y = ax +
b o valor de x que anula a funcao, isto é, o valor de x para
que y seja igual a zero.

Assim, para achar o zero da fungdo y = ax + b, basta
resolver a equagdo ax + b = 0.

Exemplo
Determinar o zero da fungéo:
y =2x—-4.
2x-4=0
2x =4
X = 4_
2
X=2

O zero dafuncdoy = 2x -4 é 2.

No plano cartesiano, o zero da funcdo do 1° grau é
representado pela abscissa do ponto onde a reta corta o
€iXo X.

X 1y (x,y) 7
2 [(.-2) .
3 12 (32 i
1

-4 3 2 - t;' 1 23 4 f

-2 Zero da

funcao
_,.3

Observe que a reta y = 2x — 4 intercepta o eixo x no
ponto (2,0), ou seja, no ponto de abscissa 2, que é o zero
da funcao.

Conhecido o zero de uma funcdo do 1° grau e
lembrando a inclinagdo que a reta pode ter, podemos
esbocar o grafico da funcéo.

Estudo do sinal da funcao do 1° grau:

Estudar o sinal da fungdo do 1° grau y = ax + b é
determinar os valores reais de x para que:

- A funcéo se anule (y = 0);

- A funcéo seja positiva (y > 0);

- A funcdo seja negativa (y < 0).

Exemplo

Estudar o sinal da funcdoy = 2x—-4 (a =2 > 0).
a) Qual o valor de x que anula a funcdo?

y=0

2x-4=0

2x =4

x=5

X =2
A funcdo se anula para x = 2.




b) Quais valores de x tornam positiva a funcdo?
y>0

2x-4>0

2x >4

x> 3
X>2
A funcdo é positiva para todo x real maior que 2.
¢) Quais valores de x tornam negativa a fun¢ao?
y<0
2x-4<0
2x < 4
-
2
X<2

A funcdo é negativa para todo x real menor que 2.

Podemos também estudar o sinal da fungdo por meio de
seu grafico:

-
>

4 oW s'S

3 J

-4 -3 -2 -1 0 1/2 3 4
—

b

ok

\J

2
- Parax =2temosy =0;

- Parax > 2temosy > 0;
-Parax < 2temosy < 0.

Relacao Binaria

Par Ordenado

Quando representamos o conjunto (g, b) ou (b, a) estamos,
na verdade, representando o mesmo conjunto. Porém, em
alguns casos, é conveniente distinguir a ordem dos elementos.

Para isso, usamos a idéia de par ordenado. A principio,
trataremos o par ordenado como um conceito primitivo
e vamos utilizar um exemplo para melhor entendé-lo.
Consideremos um campeonato de futebol e que desejamos
apresentar, de cada equipe, o total de pontos ganhos e o saldo
de gols. Assim, para uma equipe com 12 pontos ganhos e
saldo de gols igual a 18, podemos fazer a indicacdo (12, 18),
ja tendo combinado, previamente, que o primeiro nimero se
refere ao niUmero de pontos ganhos, e o segundo nimero, ao
saldo de gols.
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Portanto, quando tivermos para outra equipe a
informacdo de que a sua situacdo é (2, -8) entenderemos,
que esta equipe apresenta 2 pontos ganhos e saldo de gols
-8. Note que é importante a ordem em que se apresenta
este par de numeros, pois a situacdo (3, 5) é totalmente
diferente da situacdo (5,3). Fica, assim, estabelecida a
idéia de par ordenado: um par de valores cuja ordem de
apresentacdo é importante.

Observagoes: (g, b) = (¢, d) se, e somentese,a=ceb=d

(a, b) = (b, a) se, o somente se, a = b

Produto Cartesiano

Dados dois conjuntos A e B, chamamos de produto
cartesiano A x B ao conjunto de todos os possiveis pares
ordenados, de tal maneira que o 1° elemento pertenca ao
1° conjunto (A) e 0 2° elemento pertenca ao 2° conjunto (B).

AxB={xy)/x € Aey € B}

Quando o produto cartesiano for efetuado entre o
conjunto A e o conjunto A, podemos representar A x A =
A% Vejamos, por meio de o exemplo a seguir, as formas de
apresentacdo do produto cartesiano.

Exemplo

Sejam A = {1, 4, 9} e B = {2, 3}. Podemos efetuar o
produto cartesiano A x B, também chamado A cartesiano B,
e apresenta-lo de vérias formas.

a) Listagem dos elementos

Apresentamos o produto cartesiano por meio da
listagem, quando escrevemos todos os pares ordenados
que constituam o conjunto. Assim, no exemplo dado,
teremos:

AeB={(1,2).@1,3)4 2),43).9 2,09, 3)}

Vamos aproveitar os mesmo conjuntos A e B e efetuar
o produto Be A (B cartesiano A): Bx A ={(2, 1),(2,4),(2,9).(3,
1.3, 4).3, 9}

Observando Ax B e Bx A, podemos notar que o produto
cartesiano ndo tem o privilégio da propriedade comutativa,
ou seja, A x B é diferente de B x A. SO teremos a igualdade
A x B =B xA quando A e B forem conjuntos iguais.

Observacao: Considerando que para cada elemento do
conjunto A o nimero de pares ordenados obtidos é igual
ao numero de elementos do conjunto B, teremos: n(A x B)
= n(A) x n(B).

b) Diagrama de flechas

Apresentamos o produto cartesiano por meio do
diagrama de flechas, quando representamos cada um
dos conjuntos no diagrama de Euler-Venn, e os pares
ordenados por “flechas” que partem do 1° elemento do
par ordenado (no 1° conjunto) e chegam ao 2° elemento
do par ordenado (no 2° conjunto).




Considerando os conjuntos A e B do nosso exemplo,
o produto cartesiano A x B fica assim representado no
diagrama de flechas:

c) Plano cartesiano

Apresentamos o produto cartesiano, no plano
cartesiano, quando representamos o 1° conjunto num eixo
horizontal, e o 2° conjunto num eixo vertical de mesma
origem e, por meio de pontos, marcamos os elementos
desses conjuntos. Em cada um dos pontos que representam
os elementos passamos retas (horizontais ou verticais). Nos
cruzamentos dessas retas, teremos pontos que estardo
representando, no plano cartesiano, cada um dos pares
ordenados do conjunto A cartesiano B (B x A).

Bt ! ! !
3 13 @3 03
| ! 1'
. z |
B (LN (O TR (CF
| | N

Dominio de uma Funcao Real

Para uma funcdo de R em R, ou seja, com elementos no
conjunto dos nUmeros reais e imagens também no conjunto
dos nUmeros reais, serd necessaria, apenas, a apresentacdo
da sentenca que faz a "ligacdo” entre o elemento e a sua
imagem.

Porém, para algumas sentencas, alguns valores reais
nao apresentam imagem real.

Por exemplo, na funcdo f(x) = V(x-1) , o niUmero real 0
nao apresenta imagem real e, portanto, f(x) caracteristicas
de fungdo, precisamos limitar o conjunto de partida,
eliminando do conjunto dos nimeros reais os elementos
que, para essa sentenca, ndo apresentam imagem. Nesse
caso, bastaria estabelecermos como dominio da funcao f(x)
o conjunto D = {xER/x > 1}.

Para determinarmos o dominio de uma funcdo,
portanto, basta garantirmos que as operac¢des indicadas na
sentenca sdo possiveis de serem executadas. Dessa forma,
apenas algumas situacdes nos causam preocupacao e elas
serdo estudadas a seguir.
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12 y= ") f092 (=N
a —_ 1
22 y= —f(x( = f(x)#0

Vejamos alguns exemplos de determinagdo de dominio
de uma fungao real.

Exemplos
Determine o dominio das seguintes fungoes reais.

-f)=3x"+7x-8
D=R

- f(x)=\x+7
Xx-720-x2>27
D ={ER/X>T7}

- )= \x+1
D=R

Observacao: Devemos notar que, para raiz de indice
impar, o radicando pode assumir qualquer valor real,
inclusive o valor negativo.

3
Vx+8

X+8>0- x>-8
D = {xER/x > -8}

- f(x)=

fog= 23
Xx-8
x-5>0-x2>5
x-8>20-x#8
D={ER/X>5ex#8}

Exercicios

1. Determine o dominio das funcdes reais
apresentadas abaixo.
a)f(x) =3x°+ 7x -8

b) f)= 5~
c) f(x)= Vx+2

d) f0) = \2x+1

&) 0= 7‘:::—5

2. Um ndimero mais a sua metade é igual a 150.
Qual é esse niimero?

3. Considere a funcéo f, de dominio N, definida por
f(1) = 4 e f(x+1) = 3f(x)-2. O valor de f(0) é:

a)o

b) 1

c)2

d)3

e)d




4. Sejam f e g fungdes definidas em R por f(x)=2x-1 e
g(x)=x-3. O valor de g(f(3)) é:

a) -1

b) 1

c)2

d)3

e)4

5. Numa loja, o salario fixo mensal de um vendedor
€ 500 reais. Além disso, ele recebe de comissao 50 reais
por produto vendido.

a) Escreva uma equacgao que expresse o ganho men-
sal y desse vendedor, em fun¢do do niimero x de pro-
duto vendido.

b) Quanto ele ganhara no final do més se vendeu 4
produtos?

c) Quantos produtos ele vendeu se no final do més
recebeu 1000 reais?

6. Considere a funcdo dada pela equagcdaoy = x + 1,
determine a raiz desta funcao.

7. Determine a raiz da funcdo y = - x + 1 e esboce
o grafico.

8. Determine o intervalo das seguintes fungées para
que f(x) > 0 e f(x) < 0.

a)y=fx)=x+1

b)y=fx)=-x+1

9. Determine o conjunto imagem da funcao:
D(f) = {1, 2, 3}
y=f)=x+1

10. Determine o conjunto imagem da funcao:
D(f) = {1, 3, 5}
y=1f(x) =x

Respostas

1) Solucéo:
aD=R

b)3x-6#0
X # 2
D = R-{2}

Ax+22>0
X > -2
D={x € R/x2-2}

dD=R
Devemos observar que o radicando deve ser maior ou
igual a zero para raizes de indice par.

e) Temos uma raiz de indice par no denominado, assim:
7x+5>0

x> -7/5

D={x € R/x>-5/7}
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2) Resposta “100".
Solugao:

n+n/2 =150

2n/2 + n/2 = 300/2
2n +n =300

3n =300

n = 300/3

n = 100.

3. Resposta “C".

Solucao : Com a funcdo dada fix + 1) = 3f(x) - 2
substituimos o valor de x por x = 0:

f0+1)=3f0)-2

f(1) = 3f(0) - 2

E dito que f(1) = 4, portanto:
4 =3f0) -2

Isolando f(0):

4+2 = 3f(0)

6 = 3f(0)

f(0) = 6/3 = 2.

4) Resposta “E".

Solugao: Comecamos encontrando f(3):

f(3) =2.(3) +1,0useja f(3) =7

Se esté pedindo g[f(3)] entdo esta pedindo g(7):
g(7)=7-3=4

Logo, a resposta certa, letra “E".

5) Solucao
a) y = salario fixo + comissdo
y = 500 + 50x

b)y = 500 + 50x, onde x = 4
y =500 + 50 .4 = 500 + 200 = 700

c)y = 500 + 50x, onde y = 1000
1000 = 500 + 50x

50x = 1000 — 500

50x = 500

x = 10.

6) Solucgao: Basta determinar o valor de x para termosy = 0
x+1=0
x=-1

Dizemos que -1 é a raiz ou zero da funcao.
¥

Note que o gréafico da fungdo y = x + 1, interceptara
(cortard) o eixo x em -1, que é a raiz da funcéo.




7) Solugao: Fazendo y = 0, temos:
0=-x+1
x=1

Gréfico:

Note que o gréfico da funcdo y = -x + 1, interceptard

(cortard) o eixo x em 1, que é a raiz da funcéo.

8) Solugao:

ay=fx)=x+1

x+1>0

x> -1

Logo, f(x) sera maior que 0 quando x > -1
x+1<0

x < -1

Logo, f(x) serda menor que 0 quando x < -1

by =fx)=-x+1

*x+1>0

-x > -1

x<1

Logo, f(x) serda maior que 0 quando x < 1

x+1<0

-x < -1

x>1

Logo, f(x) serd menor que 0 quando x > 1

(*ao multiplicar por -1, inverte-se o sinal da desigual-

dade).
9) Solugao:
fl)=1+1=2
fQ)=2+1=3
f3)=3+1=4

Logo: Im(f) = {2, 3, 4}.

10) Solucao:

f(l)=12=1
f(3) =32=9
f(5) = 52 = 25

Logo: Im(f) = {1, 9, 25}

0y
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Exemplo

Funcéo do 2° Grau

Chama-se fungdo do 2° grau ou fungdo quadratica
toda funcédo f de R em R definida por um polindmio do 2°
grau da forma f(x) = ax? + bx + cou y = ax? + bx + ¢, com

-y=x2-5x+4,sendoa=1b=-5ec=4
-y=x2-9,sendoa=1b=0ec=-9
-y=x4sendoa=1b=0ec=0

Representacao grafica da Funcao do 2° grau

Se a funcdo f de R em R definida pela equacdo y =
x> — 2x — 3. Atribuindo a varidvel x qualquer valor real,
obteremos em correspondéncia os valores de y:

Parax =-2temosy = (-2)?-2(-2)-3=4+4-3=5
Parax=-1temosy=(-1)>-2(-1)-3=1+2-3=0
Parax =0temosy = (0>-2(0)-3 =-3
Parax=1temosy=(1?-2(1)-3=1-2-3=-+4
Parax =2temosy =(2?-22)-3=4-4-3=-3
Parax =3temosy =(3)>-23)-3=9-6-3=0
Parax =4temosy = (4)?-2(4)-3=16-8-3=5
¥
5
4
3
2
1
EEE N EEN XM
1
-2
_a
-4 y
¥
X y (cy)
-2 5 (=2,5)
-1 0 (=1,0)
0 -3 0, -3)
1 -4 1, -4
2 -3 (2,-3)
3 0 (3,0)
4 5 4,5)
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O grafico da funcdo de 2° grau é uma curva aberta
chamada parabola.

O ponto V indicado na figura chama-se vértice da
parabola.

Concavidade da Parabola

No caso das fun¢bes do 2° grau, a parabola pode ter
sua concavidade voltada para cima (a > 0) ou voltada para
baixo (a < 0).

MATEMATICA

a>0 a<0

Podemos por meio do grafico de uma funcdo,
reconhecer o seu dominio e o conjunto imagem.

Consideremos a funcao f(x) definida por A = [a, b] em R.

Dominio: Projecdo ortogonal do grafico da funcdo no
eixo x. Assim, D =[a, b] = A

Conjunto Imagem: Projecdo ortogonal do grafico da

86

funcdo no eixo y. Assim, Im = [c, d].

a
a

Zeros da Funcao do 2° grau

As raizes ou zeros da fungao quadratica f(x) = ax? + bx
+ ¢ sdo os valores de x reais tais que f(x) = 0 e, portanto, as
solucdes da equacdo do 2° grau.

ax’*+bx+c=0

A resolucao de uma equacdo do 2° grau é feita com o
auxilio da chamada “férmula de Bhaskara”.

_-btJA
x 2.a

Onde A = b’-4.a.c

As raizes (quando sdo reais), o vértice e a intersec¢do
com o eixo y sdo fundamentais para tracarmos um esboco
do gréfico de uma funcdo do 2° grau.

f(x)=ax*+bx+ccoma # 0

A>0 A<0

a>0

a<0

Coordenadas do vértice da parabola

A pardbola que representa graficamente a funcdo do
2° grau apresenta como eixo de simetria uma reta vertical
que intercepta o grafico num ponto chamado de vértice.

As coordenadas do vértice sdo:

_-b

-A

X 4a

v 2a e XV:
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A o 7

O Conjunto Imagem de uma funcdo do 2° grau esta
associado ao seu ponto extremo, ou seja, a ordenada do
vértice (y,).

y

Yol

Im

{ Im

Exemplo

Vamos determinar as coordenadas do vértice da
parabola da seguinte funcdo quadratica: y = x? — 8x + 15.

Calculo da abscissa do vértice:

Célculo da ordenada do vértice:
Substituindo x por 4 na fun¢do dada:

y,=@#2-84)+15=16-32+15=-1

Logo, o ponto V, vértice dessa parabola, é dado por V
(4, -1).

Valor maximo e valor minimo da funcéo do 2° grau

- Se a > 0, o vértice é o ponto da pardbola que tem
ordenada minima. Nesse caso, o vértice é chamado ponto
de minimo e a ordenada do vértice é chamada valor
minimo da funcao;

- Se a < 0, o vértice é o ponto da pardbola que tem
ordenada maxima. Nesse caso, o vértice é ponto de
maximo e a ordenada do vértice é chamada valor maximo
da funcao.
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[ i

» V (ponto de maxima)

| f X

V (ponto de minimo) X

Construcao do grafico da funcao do 2° grau

- Determinamos as coordenadas do vértice;

- Atribuimos a x valores menores e maiores que x, e
calculamos os correspondentes valores de y;

- Construimos assim uma tabela de valores;

- Marcamos os pontos obtidos no sistema cartesiano;

- Tracamos a curva.

Exemplo
y=x2-4x+3

Coordenadas do vértice:
b _ (b _4
=0 22 _2 - V(@ -1
S 7R O R @ -1)
Yy =(2)2-42)+3=4-8+3=-1

Tabela:

Parax =0temosy =(0?-4(0)+3=0-0+3=3
Parax=1temosy=(1?-4(1)+3=1-4+3=0
Parax =3 temosy =(3’-4(3)+3=9-12+3=0
Parax =4temosy = (4)?>-44)+3=16-16+3=3

X |y [xy
0 |3 [@.3)
1 (o (10
2 |-1 [@-1)Vveértice
3 10 (3,0)
4 |3 4,3)
Gréfico:
y A
3
2
1
-4 -3 2 10 1 2 3 4 x}




Estudos do sinal da funcdo do 2° grau

Estudar o sinal de uma fun¢do quadratica é determinar
os valores reais de x que tornam a fungédo positiva, negativa
ou nula.

Exemplo
y=x>-6x+38
Zeros da fungéo: Esboco do Gréafico
y=x2-6x+38
A = (-6)2 - 4(1)(8)
A=36-32=4 W i
VA= V4 =2 >
2 4 X
Estudo do Sinal:
6+2 _8_, Parax <2 oux>4temosy >0
6i/ 22 Parax=2oux=4temosy =0
2 \ 6-2_4_, Para2 <x <4 temosy <0
2 2

Exercicios

1. O triplo do quadrado do numero de filhos de Pedro
é igual a 63 menos 12 vezes o nimero de filhos. Quantos
filhos Pedro tem?

2. Uma tela retangular com area de 9600cm? tem de
largura uma vez e meia a sua altura. Quais sdo as dimensoes
desta tela?

3. O quadrado da minha idade menos a idade que eu
tinha 20 anos atras e igual a 2000. Quantos anos eu tenho
agora?

4. Comprei 4 lanches a um certo valor unitério. De outro
tipo de lanche, com o mesmo preco unitario, a quantidade
comprada foi igual ao valor unitario de cada lanche. Paguei
com duas notas de cem reais e recebi R$ 8,00 de troco.
Qual o preco unitario de cada produto?

5. O produto da idade de Pedro pela idade de Paulo é
igual a 374. Pedro é 5 anos mais velho que Paulo. Quantos
anos tem cada um deles?

6. Ha dois numeros cujo triplo do quadrado é a igual 15
vezes estes nimeros. Quais nimeros sao estes?

7. Quais sdo as raizes da equacdo x?- 14x + 48 = 0?

8. O dobro do quadrado da nota final de Pedrinho é
zero. Qual é a sua nota final?

9. Solucione a equagdo biquadrada: -x* + 113x?- 3136
=0.

10. Encontre as raizes da equacdo biquadrada: x* - 20x?
-576 =0.

: o
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Respostas

1) Resposta "“3".

Solucao: Sendo x o nimero de filhos de Pedro, temos
que 3x?equivale ao triplo do quadrado do nimero de filhos
e que 63 - 12x equivale a 63 menos 12 vezes o numero de
filhos. Montando a sentenca matematica temos:

3x2=63 - 12x

Que pode ser expressa como:
3+ 12x-63 =0

Temos agora uma sentenca matematica reduzida a
forma ax?> + bx + ¢ = 0, que é denominada equacdo do
2° grau. Vamos entdo encontrar as raizes da equagao, que
serd a solucdo do nosso problema:

Primeiramente calculemos o valor de A:

A=Db%?-4ac=122-4.3 (-63) = 144 + 756 = 900

Como A é maior que zero, de antemdo sabemos que
a equacao possui duas raizes reais distintas. Vamos calcu-
la-las:

30+ 12-63=0= x=<12EVA_
2.3
) =200 g c12230 L 18 g
1 6 6 6
-12 - V900 -12-30 42
X = ol =y T o =7

A raizes encontradas sdo 3 e -7, mas como o nimero de
filhos de uma pessoa ndo pode ser negativo, descartamos
entdo a raiz -7.

Portanto, Pedro tem 3 filhos.

2) Resposta "80cm; 120 cm”.

Solucdo: Se chamarmos de x altura da tela, temos
que 1,5x sera a sua largura. Sabemos que a area de uma
figura geométrica retangular

é calculada multiplicando-se a medida da sua largura,
pela medida da sua altura. Escrevendo o enunciado na for-
ma de uma sentenca matematica temos:

x.1,5x = 9600

Que pode ser expressa como:

1,5x%- 9600 = 0

Note que temos uma equacdo do 2° grau incompleta,
gue como ja vimos terad duas raizes reais opostas, situagdo
gue ocorre sempre que o coeficiente b é igual a zero. Va-
mos aos célculos:

9600

>

1,5x%- 9600 = 0 = 1,5x> = 9600 = x> =
= x = =/ 6400 = x = +80
As raizes reais encontradas sdo -80 e 80, no entanto

como uma tela ndo pode ter dimensdes negativas, deve-
mos desconsiderar a raiz -80.




Como 1,5x representa a largura da tela, temos entao
que ela serade 1,5.80 = 120.

Portanto, esta tela tem as dimensdes de 80cm de altu-
ra, por 120cm de largura.

3) Resposta “45".

Solugdo: Denominando x a minha idade atual, a partir
do enunciado podemos montar a seguinte equacao:

x2- (x - 20) = 2000

Ou ainda:

X% - (x-20) = 2000 = x? - x + 20 = 2000 = x? - x - 1980 =0

A solucdo desta equagdo do 2° grau completa nés dara
a resposta deste problema. Vejamos:

_ (D EVEDP-4.1.(-1980)

x?-x-1980 = = x

21
oy = 1 ++7921
2
x = 5 x =45
1+89
=X = =
2 =18 5y -m

As raizes reais da equacdo sao -44 e 45. Como eu nao
posso ter -44 anos, é dbvio que sé posso ter 45 anos.
Logo, agora eu tenho 45 anos.

4) Resposta "12".

Solugdo: O enunciado nos diz que os dois tipos de lanche
tém o mesmo valor unitario. Vamos denomina-lo entéo de x.

Ainda segundo o enunciado, de um dos produtos eu
comprei 4 unidades e do outro eu comprei x unidades.

Sabendo-se que recebi R$ 8,00 de troco ao pa-
gar R$ 200,00 pela mercadoria, temos as informagoes ne-
cessarias para montarmos a seguinte equagao:

4. x+x.x+8=200

Ou entao:

Ax +x.x+8=200= 4x + x>+ 8 =200 = x> + 4x -
192=0

Como x representa o valor unitario de cada lanche, va-
mos solucionar a equacao para descobrimos que valor é este:

A4+N42-4 01 (-
x2+4x—192=O:>x=4 4-4.1.¢19)

- 2.1
- =ﬂ
x =Bk -1
4428
= X= = -4 -89
2 X, = 3 =>x2:-16

As raizes reais da equagdo sdo -16 e 12. Como o preco
nao pode ser negativo, a raiz igual -16 deve ser descartada.
Assim, o preco unitario de cada produto é de R$ 12,00.
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5) Resposta “22; 17".

Solugao: Se chamarmos de x a idade de Pedro, teremos
que x - 5 sera a idade de Paulo. Como o produto das idades
éigual a 374, temos que x . (x - 5) = 374.

Esta sentenca matematica também pode ser expressa
como:

X(x-5))=374=>x2-5x=374 > x*-5x-374 =0

Primeiramente para obtermos a idade de Pedro, vamos
solucionar a equacao:

(-5 =G5y -4.1.(374)

x?-5x-374=0 =

21
:>X:512ﬂsz1
x =222 5x =2
5439
S T [P L CRNNY.
X, = X,=-

As raizes reais encontradas sdo -17 e 22, por ser nega-
tiva, a raiz -17 deve ser descartada.

Logo a idade de Pedro é de 22 anos.

Como Pedro é 5 anos mais velho que Paulo, Paulo tem
entdo 17 anos.

Logo, Pedro tem 22 anos e Paulo tem 17 anos.

6) Resposta “0; 5".

Solucdo: Em notacdo matematica, definindo a incog-
nita como x, podemos escrever esta sentenca da seguinte
forma:

3x%= 15x
Ou ainda como:
3x?-15x =0

A formula geral de resolugdo ou férmula de Bhaskara
pode ser utilizada na resolucao desta equacao, mas por se
tratar de uma equacdo incompleta, podemos soluciona-la
de outra forma.

Como apenas o coeficiente ¢ é igual a zero, sabemos
que esta equacao possui duas raizes reais. Uma é igual aze-
ro e a outra é dada pelo oposto do coeficiente b dividido
pelo coeficiente a. Resumindo podemos dizer que:

x1:0
ax* +bx=0= b
T
Temos entao:
x=-£2>x:_l—5 =x=5
a 3

7) Resposta “6; 8".

Solugdo: Podemos resolver esta equacao simplesmente
respondendo esta pergunta:

Quais sdo os dois niUmeros que somados totalizam 14
e que multiplicados resultam em 48?

Sem qualquer esfor¢co chegamos a 6 e 8, pois 6 + 8 =
1l4e6.8=48.




Segundo as rela¢des de Albert Girard, que vocé encon-
tra em detalhes em outra pagina deste site, estas sdo as
raizes da referida equacéo.

Para simples conferéncia, vamos soluciona-la também
através da férmula de Bhaskara:

_-(-14) £ N(-147-4 . 1.48

x?-14x + 48 = 0= x

2.1
Sy = 14+V4
2
Sy = 142
x1:142+2:>x1:8
=
14-2
X,=—5 =X,=6

8) Resposta “0".
Solucdo: Sendo x a nota final, matematicamente temos:
2x2=0

Podemos identificar esta sentenca matematica como
sendo uma equacdo do segundo grau incompleta, cujos
coeficientes b e ¢ sdo iguais a zero.

Conforme ja estudamos este tipo de equacdo sempre
terd como raiz real o nUmero zero. Apenas para verificagdo
vejamos:

2x2:0:>x2=g—:>x2=0 =x+V0=x=0

9) Resposta “-8; -7; 7 e 8".

Solucdo: Substituindo na equacdo x* por y? e tam-
bém x?e y temos:

-y?+ 113y - 3136 =0

Resolvendo teremos:

i+ 113y-3136 0 y = —113+4/1132 = 4.(~1)(=3136)

2+(-1)
_ —113+4225 _-113+15
e S (i
=
_ Z113-+225 _-113-15
S N
98
y, = =y, =49
=

_-128 —
yz—_—zéyz—64

Substituindo os valores de y na expressdo x* =y temos:

Para y, temos: x, = V49 = x,=7

X2 =49 = x +V49 =
XZZ—\/49:>x2:-7

% o
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Para y,temos:
X, = V64 = x,=8

X2 =64 = x +V64 =
x,=- 64 = x,=-8

Assim sendo, as raizes da equagdo biquadrada -x* +
113x?- 3136 = 0sdo: -8, -7, 7 e 8.

10) Resposta “-6; 6".

Solucgdo: Iremos substituir x* por y? e x? e y, obtendo
uma equacao do segundo grau:

y?-20y - 576 =0

Ao resolvermos a mesma temos:

y? - 20y - 576 = 0 = —20 +/(=20)* — 4.1.(=576)

23
i 20++/2704 20+52 72
y= > =y= > :>y]=7 =y,=36
-32
20-+/2704 20-52 il
2 2 =Y, T 2Y,= 2 7y,~16

Substituindo os valores de y na expressdo x* = y obte-
mos as raizes da equacdo biquadrada:

Para y, temos:

x, =36 = x=6

X*=36= x=+\36 =
x,=-V36 = x,= -6

Para y,, como nao existe raiz quadrada real de um nu-
mero negativo, o valor de -16 ndo sera considerado.

Desta forma, as raizes da equagdo biquadrada x* -
20x2- 576 = 0 sdo somente: -6 e 6.




SEQUENCIAS, PROGRESSOES ARITMETICAS E
GEOMETRICAS. RESOLUCAO DE PROBLEMAS.

Progressdo Aritmética (PA)

Podemos, no nosso dia-a-dia, estabelecer diversas se-
quéncias como, por exemplo, a sucessdo de cidades que
temos numa viagem de automovel entre Brasilia e Sdo Pau-
lo ou a sucessdo das datas de aniversario dos alunos de
uma determinada escola.

Podemos, também, adotar para essas sequéncias uma
ordem numérica, ou seja, adotando a, para o 1° termo, a,
para o 2° termo até a_para o n-ésimo termo. Dizemos que
o termo a_é também chamado termo geral das sequéncias,
em que n é um numero natural diferente de zero. Eviden-
temente, daremos atencdo ao estudo das sequéncias nu-
méricas.

As sequéncias podem ser finitas, quando apresentam
um ultimo termo, ou, infinitas, quando ndo apresentam um
ultimo termo. As sequéncias infinitas sdo indicadas por re-
ticéncias no final.

Exemplos:

- Sequéncia dos numeros primos positivos: (2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, ...). Notemos que esta é uma sequéncia
infinitacoma, =2;a,=3;a,=5a,=7a,=11,a, = 13 etc.

- Sequéncia dos nimeros impares positivos: (1, 3, 5, 7,
9, 11, ..). Notemos que esta é uma sequéncia infinita com
a, :1 a,=3,a,=5a,=7a=9a,=11etc.

- Sequéncia dos algarismos do sistema decimal de
numeracao: (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9). Notemos que esta é
uma sequéncia finitacoma, = 0;a,=1,a,=2;a, = 3;a, =
4,a,=5a,=6,a,=7,a,=8a,=9.

1. Igualdade

As sequéncias sdo apresentadas com os seus termos
entre parénteses colocados de forma ordenada. SucessGes
gue apresentarem os mesmos termos em ordem diferente
serao consideradas sucessdes diferentes.

Duas sequéncias s6 poderdo ser consideradas iguais
se, e somente se, apresentarem os mesmos termos, na
mesma ordem.

Exemplo

A sequéncia (x, y, z, t) podera ser considerada igual a
sequéncia (5, 8, 15, 17) se, e somente se, x = 5,y = 8,z =
15;et=17.

Notemos que as sequéncias (0, 1, 2, 3, 4, 5) e (5, 4, 3,
2, 1) sao diferentes, pois, embora apresentem os mesmos
elementos, eles estdo em ordem diferente.

2. Formula Termo Geral

Podemos apresentar uma sequéncia através de uma
determina o valor de cada termo a, em funcao do valor de
n, ou seja, dependendo da posicdo do termo. Esta formula
que determina o valor do termo a_e chamada formula do
termo geral da sucessao.
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Exemplos

- Determinar os cincos primeiros termos da sequéncia
cujo termo geral e igual a:

a = n-2n,comn € N* a

Teremos:

1_12 2.1aa-=1
2—22 2.2 aa,=0
3—32 2.3 aa,=3

A= 42-4 2 aa, =8
A.=5-5.2a a;=15

- Determinar os cinco primeiros termos da seqiiéncia cujo
termo geral é igual a:
a =3.n+2 comn€N*

a=3.1+2aa=>5
a,=3.2+2 aa,=8
a,=3.3+2aa,=11
a,=3.4+2aa,=14
a,=3.5+2aa =17

- Determinar os termos a,, e a,, da sequéncia cujo termo
geral é igual a:
a,=45-4+n,com n € N*.

Teremos:
a,=45-4.12 aa,=-3
a,=45-4.23 aa,, =-47

3. Lei de Recorréncias

Uma sequéncia pode ser definida quando oferecemos o
valor do primeiro termo e um “caminho” (uma formula) que
permite a determinagdo de cada termo conhecendo-se o seu
antecedente. Essa forma de apresentacdo de uma sucessao é
dita de recorréncias.

Exemplos

- Escrever os cinco primeiros termos de uma sequéncia
em que:

a=3ea,=2.a-4emquen€N*~
Teremos:
=3

-2 a-4aa,=2.3-4aa,=2

a,=2.a,-4aa,=2.2-4 aa, —O
.a,-4 aa,=2.0- 4aa -4

-2 a,—-4aa =2.(4- 4aa5=—12

a

m.:;wmn—'

- Determinar o termo a, de uma sequéncia em que:
a =12ea ,=a —2 emquen€N*

a,=a -2-a,=12-2-a,:=10
aa-a2—2—>a3—10 2—>a =8
a,=a,-2—-a,=8-2-a,=6
a,=a,-2- a =6-2- a =4

Observacao 1

Devemos observar que a apresentacdo de uma sequéncia
através do termo geral é mais pratica, visto que podemos de-
terminar um termo no “meio” da sequéncia sem a necessidade
de determinarmos os termos intermediarios, como ocorre na
apresentacdo da sequéncia através da lei de recorréncias.




Observacao 2

Algumas sequéncias ndo podem, pela sua forma “de-
sorganizada” de se apresentarem, ser definidas nem pela
lei das recorréncias, nem pela formula do termo geral. Um
exemplo de uma sequéncia como esta é a sucessdo de nu-
meros naturais primos que ja “destruiu” todas as tentativas
de se encontrar uma formula geral para seus termos.

4. Artificios de Resolucao

Em diversas situacbes, quando fazemos uso de apenas
alguns elementos da PA, é possivel, através de artificios de
resolucado, tornar o procedimento mais simples:

PA com trés termos: (a—r), a e (a + r), razdo igual a r.

PA com quatro termos: (a—3r), (@—r1), (@ + ) e (a + 3r),
razdo igual a 2r.

PA com cinco termos: (a—2r), (@a—r1),a, (@ + r) e (a + 2r),
razdo igual ar.

Exemplo
- Determinar os nimeros a, b e ¢ cuja soma é, igual a
15, o produto é igual a 105 e formam uma PA crescente.

Teremos:

Fazendoa=(b-rec=(b+resendoa+b+c
15, teremos:

b-rN+b+b+r)=15-3b=15->b =5.

-

Assim, um dos numeros, o termo médio da PA, ja
conhecido.

Dessa forma a sequéncia passa a ser:

(5-1,5e (5 +r), cujo produto é igual a 105, ou seja:

5-n5.5+r=105-5-r2=21
r=4-2our=-2.

Sendo a PA crescente, ficaremos apenas com r= 2.
Finalmente, teremosa =3, b=5ec=7.

5. Propriedades
P.: para trés termos consecutivos de uma PA, o termo
médio é a media aritmética dos outros dois termos.

Exemplo
Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PA:

a_,a ea_ . Podemos afirmar que:
n-1 n n+1
[-a =a  +r
n n-1
I-a =a_ .-r
n n+ 1

Fazendo I + II, obteremos:
2a,=a _ +r+a +1l-r

2a =a_ ., a+1
n n-1+ 7n

Llogo:a =a -1+

Portanto, para trés termos consecutivos de uma PA o
termo médio é a media aritmética dos outros dois termos.

: ®
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6. Termos Equidistantes dos Extremos

Numa sequéncia finita, dizemos que dois termos sdo
equidistantes dos extremos se a quantidade de termos que
precederem o primeiro deles for igual a quantidade de ter-
mos que sucederem ao outro termo. Assim, na sucessao:

(2, ay ay a,..., a a a . a

R a,. a) temos:

n-3" “n-2!

a, e a_, sao termos equidistantes dos extremos;
a, e a_,sao termos equidistantes dos extremos;
a, a_, sdo termos equidistantes dos extremos.

Notemos que sempre que dois termos sdo equidistantes
dos extremos, a soma dos seus indices é igual ao valor de
n + 1. Assim sendo, podemos generalizar que, se os termos
a, e a, sdo equidistantes dos extremos, entdo: p + k = n+1.

Propriedade
Numa PA com n termos, a soma de dois termos
equidistantes dos extremos é igual a soma destes extremos.

Exemplo
Sejam, numa PA de ntermos, ae a, termos equidistantes
dos extremos.

Teremos, entao:

I-ap=a1+(p—1).r aap=a +tp.r-r
I-a =a +(k-1.raak=a +k.r-r
Fazendo I + II, teremos:

A,+a,=a +p.r-r+a +k.r-r
Ap+ak:a1+a1+(p+k—l—1).r

Considerando que p + k = n + 1, ficamos com:
a, +a, a+ta+(n+1-1).r
ap+ak=a1+a1+(n—1).r

a_+a =a +a

p k 1 n

Portanto numa PA com n termos, em que n é um
numero impar, o termo médios (a ) € a media aritmética
dos extremos.

A = a,+a,
" 2
7. Soma dos n Primeiros Termos de uma PA
Vamos considerar a PA (@, a, a,..a,, a ,a ) e

representar por Sn a soma dos seus n termos, ou seja:
S =a,+a,+a,+..+a_+a _+a
n 1 2 3 n-2 n-1 n

(igualdade I)

Podemos escrever também:
S =a+a.,+a _+.+a +a +a
n n n-1 n- 3 2 1

(igualdade II)

2

Somando-se I e I, temos:
25 =(a, +a)+(a,+a )+(a,+a ) +..+(a
(@, +a)+(a +a)

1 2t Ayt




Considerando que todas estas parcelas, colocadas
entre parénteses, sdo formadas por termos equidistantes
dos extremos e que a soma destes termos é igual a soma
dos extremos, temos:

25, =(a,+a)+(a+a)+(a+a)+(a+a)+
+..+(@ +a)—25 =(a +a).n

E, assim, finalmente:

g = (a,+a,)n
" 2

Exemplo
- Ache a soma dos sessenta primeiros termos da PA (2
,5,8,..).

Dados: a, = 2
r=5-2=3
Calculo de a;
A,=a, +59r—- a,=2+59.3
a . =2+177

60

a, =179

60

Calculo da soma:

]

Sy = (a,+a,)n 560 = (a, +ag,).60
(2+179).60
S =—""7""
2
Seo = 5430

Resposta: 5430
Progressao Geométrica (PG)

PG é uma sequéncia numérica onde cada termo, a partir
do segundo, é o anterior multiplicado por uma constante g
chamada razdo da PG.

a,=a.q

Com a, conhecido e n € N*

Exemplos

- (3, 6,12, 24, 48,..) é uma PG de primeiro termo a, =
3erazdoq = 2.

- (-36, -18, -9, 9. 9 ,-..) € uma PG de primeiro termo
a,= -36 erazdo q =21 4
2
- (15, 5, 2 , 2 ,..) €uma PG de primeiro termo a, = 15

5
erazéoq= 8. 9

w

- (-2, -6, -18, -54, ..) é uma PG de primeiro termo a, =
-2erazaoq = 3.

-(1,-3,9,-27,81,-243, ...) é uma PG de primeiro termo
a, =lerazdoq = -3.
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-(555/5,5,5,..) éuma PG de primeiro termo a =5
erazdoq = 1.

-(7,0,0,0,0,0,..) éuma PG de primeiro termo a, = 7
erazdoq = 0.

-(0,0,0,0,0,0,..) é uma PG de primeiro termo a, =0
e razdo g qualquer.

Observacao: Para determinar a razdo de uma PG, basta
efetuar o quociente entre dois termos consecutivos: o
posterior dividido pelo anterior.

q:a"—H(an;tO)

Classificacao

As classificacdes geométricas sdo classificadas assim:

- Crescente: Quando cada termo é maior que o ante-
rior. Isto ocorre quando a, >0 eq > louquandoa, <0e
0<g<1

- Decrescente: Quando cada termo é menor que o an-
terior. Isto ocorre quando a, > 0 e 0 < g < 1 ou quando a
<0eqg>1.

- Alternante: Quando cada termo apresenta sinal con-
trario ao do anterior. Isto ocorre quando g < 0.

- Constante: Quando todos os termos sdo iguais. Isto
ocorre quando q = 1. Uma PG constante é também uma PA
de razdo r = 0. A PG constante é também chamada de PG
estacionaria.

- Singular: Quando zero é um dos seus termos. Isto
ocorre quando a, = 0 ou g = 0.

1

Formula do Termo Geral

A definicdo de PG esta sendo apresentada por meio de
uma lei de recorréncias, e nos ja aprendemos nos modu-
los anteriores que a formula do termo geral é mais pratica.
Por isso, estaremos, neste item, procurando estabelecer, a
partir da lei de recorréncias, a férmula do termo geral da
progressdo geométrica.

Vamos considerar uma PG de primeiro termo al e
razdo q. Assim, teremos:

a,=a, .q i
a3=a2.q=a1.q3
a4=a3.q=a1.q4
a;,=a,.q=a,.q
— n-1
a=a .q
Exemplos

- Numa PG de primeiro termo a, = 2 e razéo q = 3,
temos o termo geral na igual a:
a =a .g"l—-a =2.3"
n 1 n

Assim, se quisermos determinar o termo a, desta PG,
faremos:
A =2.3"->a°=162




- Numa PG de termo a, = 15 e razdo q =, temos o
termo geral na igual a:
a =a .g"l'—-a =15.1
n 1 n

Assim, se quisermos determinar o termo a, desta PG,
faremos:
L5
& 8l
- Numa PG de primeiro termo a, = 1 e razéo = -3 temos
o termo geral na igual a:
a =a.qm—-a =1.(3)

A =15 D3
2

Assim, se quisermos determinar o termo a, desta PG,
faremos:
A,=1.(-3-a,=-27

Artificios de Resolucao

Em diversas situacbes, quando fazemos uso de apenas
alguns elementos da PG, é possivel através de alguns
elementos de resolucdo, tornar o procedimento mais
simples.

PG com trés termos:

4 a aq
q

PG com quatro termos:

a.q.__.
—;=—.aq; ag’®
q9 q

PG com cinco termos:

a-
=

4 ;a; aq; ag?

9 q

Exemplo

Considere uma PG crescente formada de trés nimeros.
Determine esta PG sabendo que a soma destes nimeros é
13 e o produto é 27.

Vamos considerar a PG em questdo formada pelos
termosa, bec,ondea= ec=b.q.

Assim,

b b.bq=27-b*=27-b=3.
q

Temos:

3
— +3+39g=13-3g’-10g+3=0a
q

q=3ouq=l
3

Sendo a PG crescente, consideramos apenas q = 3. E,

94

assim, a nossa PG é dada pelos nimeros: 1, 3 e 9.
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Propriedades
P.: Para trés termos consecutivos de uma PG, o
quadrado do termo médio é igual ao produto dos outros

dois.

Exemplo

Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PG:
a_,a ea_ .. Podemos afirmar que:

[-a =a,.q e
I-a =4

q

Fazendo I.1I, obteremos:

an+1

a

(an)2 = (anfl' q) ( ) a (an)2 = an— n+l

1°

logo:(a )’ =a ,.a

1 n+1

Observacao: Se a PG for positive, o termo médio sera a
media geométrica dos outros dois:

an = \/an—l' an+1

P,: Numa PG, com n termos, o produto de dois termos
equidistantes dos extremos é igual ao produto destes

extremos.

Exemplo
Sejam, numa PG de n termos, a, ea dois termos
equidistantes dos extremos.

Teremos, entao:
— = p-1
I a,=a.q .

I-a =a .q

Multiplicando I por II, ficaremos com:
- p-1 k-1
a,.a,=a.q .all.kql
— p-1+k-
a,.a, =a .a.q

Considerando que p + k = n + 1, ficamos com:
a,.a, =a .a

Portanto, numa PG, com n termos, o produto de dois
termos equidistantes dos extremos é igual ao produto
destes extremos.

Observacao: Numa PG positiva, com n termos, onde
n € um numero impar, o termo médio (a ) é a media
geomeétrica dos extremos ou de 2 termos equidistantes dos
extremos.

a va

m

.a

1 n

Soma dos termos de uma PG
Soma dos n Primeiros Termos de uma PG

Vamos considerar a PG (a,, a, a, .., a_, a_,, @), com
q diferente de 1 e representar por Sn a soma dos seus n

termos, ou seja:
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S,=a +ta,+ta,+ ~*a,ta g ta
i

(igualdade I
Podemos escrever, multiplicando-se, membro a
membro, a igualdade (1) por q:

q.5,=q.a,+qg.a,+q.a;+..+q.a ,+
+q'an-1+q'an

Utilizando a formula do termo geral da PG, ou seja, a_

. g™, teremos:

q.5,=a,+a,+..+a ,+a  +a
(igualdade II)

=a1

n
+al'q

Subtraindo-se a equacéo I da equacdo II, teremos:

q.5,-S,=a.9"-a, —»s .(q-1) =
=a .(@Q"-1)

Eassim: g _ald' =D
n q—l
Se tivéssemos efetuado a subtracdo das equagdes em
ordem inversa, a formula da soma dos termos da PG ficaria:
S = a,.(1+4")

n
4

. 1- P p
Evidenteménte que por qualquer um dos “caminhos
o resultado final € o mesmo. E somente uma questédo de
forma de apresentacédo.

Observacao: Para q = 1, teremos s,=n.a,

Série Convergente — PG Convergente

Dada a sequéncia ( a, a, a, a, a a
chamamos de serie a sequéncia S, S, S, S, Sy S
s tal que:

n-2/ anfl’ an)’
S

gree

n-2' “n-1'

a

Inn
v Q@

2
2 3
a, +ta,+a,+a,
a +ta,+a,+a,+a,

wnv n n un m
I

(O, N VO U

1
1
1
1
1

S,,=a,+ta,+a,+a,+a, +.+a_
S,,=a +ta,+ta,+a,+a, +..+a ,+a
S,=a, ta,+a,+a,+a +..+a ,+a

2
n-1
n-1 + an
Vamos observar como exemplo, numa PG com primeiro
termo a, = 4 erazdo q =, a série que ela vai gerar.

Os termos que vao determinar a progressdo geométrica
sdo:(4,2,1,1 ,1,1,1,1,1,2,4,8,16,32,64, 1 1 1

) 2 12872567512

E, portanto, a série correspondente sera:
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S, =4
S,=4+2=6
S,=4+2+1=7
S4:4+2+1+l:%:715
1731
Ss=4+2+1+§+1_7:7’75
1 1 1 63
S;=4+2+1+ —+—+—-=— =7,875
2 4 8 8
1 1 1 1 127
S,=4+2+1+ —+—+—+—=—"-=7,9375
2 4 8 16 16

SS=4+ 2+1+ l+l+l+i+i:§ = 7, 96875
2 8 16 32 32

. gLl
=4 +2+1+ 57175
984375 2 48

1 _su

16 32 64 64 -7

I 1 1 1 1 1 1 1023
Sp=4+2+1+ -+t —+ —F+—+——=-
=7,9921875 2 4 8 16 32 64 128 128

Devemos notar que a cada novo termo calculado,
na PG, o seu valor numérico cada vez mais se aproxima
de zero. Dizemos que esta é uma progressdo geométrica
convergente.

Por outro lado, na serie, é cada vez menor a parcela que
se acrescenta. Desta forma, o ultimo termos da serie vai
tendendo a um valor que parece ser o limite para a série em
estudo. No exemplo numérico, estudado anteriormente,
nota-se claramente que este valor limite é o numero 8.

Bem, vamos dar a esta discussdo um carater matematico.

E claro que, para a PG ser convergente, é necessario
que cada termo seja, um valor absoluto, inferior ao anterior
a ele. Assim, temos que:

PG convergente — |q| <1
ou
PG convergente —» -1 <1

Resta estabelecermos o limite da serie, que é 0 S_para
quando n tende ao infinito, ou seja, estabelecermos a soma
dos infinitos termos da PG convergente.

Vamos partir da soma dos n primeiros termos da PG:

_ a,(1+4")
l-¢

S

n

Estando q entre os numeros -le 1 e, sendo n um
expoente que tende a um valor muito grande, pois estamos
somando os infinitos termos desta PG, é facil deduzir que g»
vai apresentando um valor cada vez mais préximo de zero.
Para valores extremamente grandes de n ndo constitui erro
considerar que g® é igual a zero. E, assim, teremos:




Observacao: Quando a PG é ndo singular (sequéncia
com termos ndo nulos) e a razdo q é de tal forma que q | 2
1, a serie é divergente. Séries divergentes ndo apresentam
soma finita.

Exemplos

- A medida do lado de um triangulo equilatero é 10.
Unindo-se os pontos médios de seus lados, obtém-se o
segundo triangulo equilatero. Unindo-se os pontos médios
dos lados deste novo triangulo equilatero, obtém-se um
terceiro, e assim por diante, indefinidamente. Calcule a
soma dos perimetros de todos esses triangulos.

Solucao:

Temos: perimetro do 1° triangulo = 30
perimetro do 2° triangulo = 15
perimetro do 3° triangulo = 15
2
Logo, devemos calcular a soma dos termos da PG
infinita 30, 15, 15 .. naquala, = 30eq =. 1

2 2
30 30
S=al—>s=1_q 1_1:60.
2
Exercicios

1. Uma progressdo aritmética e uma progressdo geo-
métrica tém, ambas, o primeiro termo igual a 4, sendo que
0s seus terceiros termos sao estritamente positivos e coin-
cidem. Sabe-se ainda que o segundo termo da progressao
aritmética excede o segundo termo da progressdo geomé-
trica em 2. Entdo, o terceiro termo das progressoes é:

a) 10

b) 12

c) 14

d) 16

e) 18

% o
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2. O valor de n que torna a sequéncia (2 + 3n; -5n; 1 —
4n) uma progressao aritmética pertence ao intervalo:

a)[-2 -1]

b) [- 1, 0]

Q) [0, 1]

d)[1, 2]

e) [2, 3]

3. Os termos da sequéncia (10; 8; 11; 9; 12; 10; 13; ...)
obedecem a uma lei de formagéo. Se a , em que n pertence
a N*, é o termo de ordem n dessa sequéncia, entdo a,; +
a, € igual a:

a) 58

b) 59

c) 60

d) 61

e) 62

4. A soma dos elementos da sequéncia numérica infini-
ta (3; 0,9; 0,09; 0,009; ...) é:

a)3,1

b) 3,9

) 3,99

d) 3,999

e 4

5. A soma dos vinte primeiros termos de uma progres-
sdo aritmética é -15. A soma do sexto termo dessa PA., com
o décimo quinto termo, vale:

a) 3,0

b) 1,0

1l5

d)-15
e)-3,0

6. Os nUmeros que expressam os angulos de um qua-
drilatero, estdo em progressdo geométrica de razdo 2. Um
desses angulos mede:

a) 28°

b) 32°

) 36°

d) 48°

e) 50°

7. Sabe-se que S =9 + 99 + 999 + 9999 + .. + 999..9
onde a ultima parcela contém n algarismos. Nestas condi-
¢oes, o valor de 10n+1 - 9(S + n) é:

a)l

b) 10

c) 100

d)-1
e) -10

8. Se a soma dos trés primeiros termos de uma PG de-
crescente é 39 e o seu produto é 729, entdo sendo a, b e c

os trés primeiros termos, pede-se calcular o valor de a2 +
b2 + c2.




9. O limite da expresséo \/x Y Xy Ay AL onde x

é positivo, quando o nimero de radicais aumenta indefini-
damente é igual a:

a) 1/x

b) x

c) 2x

d) n.x

e) 1978x

10. Quantos nimeros inteiros existem, de 1000 a 10000,
que nao sao divisiveis nem por 5 nem por 7 ?

Respostas

1) Resposta “D".

Solucgao:

Sejam (a, a, a,..) aPAdere (g, g, g, ..) a PG de
razao g. Temos como condi¢des iniciais:

l-a,=9,=4
2-a,>0,9,>0ea,=9,
3-a,=g,+2

Reescrevendo (2) e (3) utilizando as formulas gerais dos
termos de uma PA e de uma PG e (1) obtemos o seguinte
sistema de equacoes:

4-a,=a,+2reg,=9,.9°" 4+ 2r=4q¢?

5-a,=a,+reg,=9,.q—-4+r=4q+2

Expressando, a partir da equacdo (5), o valor de r em
funcao de q e substituindo r em (4) vem:
5-r=4g9+2-4-r=4q-2
4-4+2(49-2)=4¢>°"4+8q-4=49°"49*-8g=0
-q49g-8=0—-q=00u4d4g-8=0—-q=2

Como g3 > 0, g ndo pode ser zero e entdo g = 2. Para
obter r basta substituir g na equacgéao (5):

r=4q-2-r=8-2=6

Para concluir calculamos a, e g,

a,=a +2r-a,=4+12=16

9,=9,9°>9,=44=16

2) Resposta “B".

Solugdo: Para que a sequéncia se torne uma PA de ra-
z30 r é necessario que seus trés termos satisfacam as igual-
dades (aplicagdo da definicao de PA):

(1)-5n=2+3n+r

21-4n=-5n+r

Determinando o valor de r em (1) e substituindo em
(2):

1)-r=-5n-2-3n=-8n-2

2)-1-4n=-5n-8n-2-1-4n=-13n-2

-13n-4n=-2-1-9n=-3-n=-3/9=-1/3

Ou seja, -1 < n < 0 g, portanto, a resposta correta éab.
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3) Resposta “B".

Solucdo: Primeiro, observe que os termos impares da
sequéncia é uma PA de razdo 1 e primeiro termo 10 - (10;
11;12; 13; ...). Da mesma forma os termos pares é uma PA
de razdo 1 e primeiro termo igual a 8 - (; 9; 10; 11; ...).

Assim, as duas PA tém como termo geral o seguinte
formato:

LDai=al+(-1)1=al1l+i-1

Para determinar a,; + a,, precisamos estabelecer a re-
gra geral de formacdo da sequéncia, que esta intrinseca-
mente relacionada as duas progressdes da seguinte forma:

- Se n (indice da sucessao) é impar temos que n = 2i - 1,
ouseja, i =(n+1)/2;

-Sen é partemosn = 2ioui=n/2.

Daqui e de (1) obtemos que:

a =10+ [(n +1)/2] - 1 se n é impar

a =8+ (n/2)-1senépar

Logo:

a,=8+(30/2)-1=8+15-1=22 e

a,, =10 + [(55 + 1)/2] - 1 = 37

E, portanto:
a, +ag,=22+37=59

4) Resposta “E".

Solugdo: Sejam S as somas dos elementos da sequén-
cia e S, a soma da PG infinita (0,9; 0,09; 0,009;...) de razéo q
=10-1=0,1. Assim:

S=3+5§,

Como -1 < g < 1 podemos aplicar a férmula da soma
de uma PG infinita para obter S :

§,=09/(1-01)=09/09=1-S=3+1=4

5) Resposta “D".

Solugdo: Aplicando a formula da soma dos 20 primei-
ros termos da PA:

S,, = 20(a, + a,)/2 = -15

Na PA finita de 20 termos, o sexto e o décimo quinto
sdo equidistantes dos extremos, uma vez que:

15+6=20+1=21

E, portanto:

a6 + alS = al + aZO

Substituindo este valor na primeira igualdade vem:
20(a, + a,,)/2 = -15 —» 10(a6 + al5) = -15 - a, + a,, =
-15/10 = -1,5.

6) Resposta "D".

Solucdo: Seja x o menor angulo interno do quadrilatero
em questdo. Como os angulos estdo em Progressdo Geo-
métrica de razdo 2, podemos escrever a PG de 4 termos:

(x, 2%, 4x, 8x).

Ora, a soma dos angulos internos de um quadrilatero
vale 360°.

Logo,
X + 2X + 4x + 8x = 360°
15.x = 360°

Portanto, x = 24°. Os angulos do quadrilatero séo, por-
tanto: 24°, 48°, 96° e 192°.
O problema pede um dos angulos. Logo, alternativa D.




7) Resposta “B".

Solucédo: Observe que podemos escrever a soma S
como:

S=(10-1)+ (100 - 1) + (1000 — 1) + (10000 - 1) + ...
+(10"-1)

S=(10-1)+ (10*°-1) + (10°-1) + (10*-1) + .. +
(10"-1)

Como existem n parcelas, observe que o numero (- 1)
é somado n vezes, resultando em n(-1) = - n.

Logo, poderemos escrever:

S=(10+102+103+104 +...+10n)-n

Vamos calcular a soma S =10 + 102+ 10*+ 10° + ... +
10", que é uma PG de primeiro termo a, = 10, razdo q = 10
e ultimo termo a_= 10"

Teremos:

S,=(@.q9-a)/(g-1)=(10".10-10) /(10 -1) =
(10t-10)/9

Substituindo em S, vem:
S =[(10"™*-10)/9]-n

Deseja-se calcular o valor de 10"1- 9(S + n)
Temos que S + n = [(10™-10) /9] - n + n = (10" -
10)/9

Substituindo o valor de S + n encontrado acima, fica:
101 - 9(S + n) = 10"t - 9(10"*-10) / 9 = 10" -
(10"1-10) = 10.

8) Resposta “819".

Solucdo: Sendo q a razdo da PG, poderemos escrever
a sua forma genérica: (x/q, x, Xq).

Como o produto dos 3 termos vale 729, vem:

X/q . X .xq = 729 de onde concluimos que: x> = 729 =
36=3%.3%=9% logo, x = 9.

Portanto a PG é do tipo: 9/q, 9, 99
E dado que a soma dos 3 termos vale 39, logo:
9/q + 9 + 9g = 39 de onde vem: 9/q + 9g-30=0

Multiplicando ambos os membros por g, fica: 9 + 9g*-
30g=0

Dividindo por 3 e ordenando, fica: 3g>-~ 10g + 3 = 0,
que é uma equacao do segundo grau.

Resolvendo a equacao do segundo grau acima encon-
traremos q =3 ouq = 1/3.

Como é dito que a PG é decrescente, devemos consi-
derar apenas o valor

g = 1/3, ja que para q = 3, a PG seria crescente.

Portanto, a PG é: 9/q, 9, 99, ou substituindo o valor de
qvem: 27,9, 3.

O problema pede a soma dos quadrados, logo:

a’+ b?+ ?2=272+92+32=729 + 81 + 9 = 819.

% o

MATEMATICA

NOVA

CONCURSOS

9) Resposta “B".
Solucao: Observe que a expressdao dada pode ser es-
crita como:

X2 x4 /8 y1/16 = y1/2+1/4+1/8+1/16+ ..

O expoente é a soma dos termos de uma PG infinita de
primeiro termo a, = 1 /2 erazdoq = 1/2.

Logo, a soma valera:

S=a,/(1-9=01/2/1-1/2)=1
Entdo, x¥2+1/4+18+116+ = yl= x

10) Resposta “6171".

Solucgao: Dados:

M(5) = 1000, 1005, ..., 9995, 10000.

M(7) = 1001, 1008, ..., 9996.

M(35) = 1015, 1050, ..., 9975.

M(@1) =1, 2, .., 10000.

Para multiplos de 5, temos: a_ = al+ (n-1).r » 10000 =
1000 + (n-1).5 - n =9005/5 - n = 1801.

Para multiplos de 7, temos: a, = al+ (n-1).r - 9996 =
1001 + (n-1). 7 - n=9002/7 - n = 1286.

Para multiplos de 35, temos: a_ = al + (n - 1).r - 9975
= 1015 + (n - 1).35 - n = 8995/35 - n = 257.

Para multiplos de 1, temos: a_ = al = (n -1).r - 10000
= 1000 + (n - 1).1 - n = 9001.

Sabemos que os multiplos de 35 sdo multiplos comuns
de 5e 7, isto é, eles aparecem no conjunto dos multiplos de
5 e no conjunto dos multiplos de 7 (dai adicionarmos uma
vez tal conjunto de multiplos).

Total = M(1) - M(5) - M(7) + M(35).

Total = 9001 - 1801 - 1286 + 257 = 6171




EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. (TRF 22 - TECNICO JUDICIARIO - FCC/2012)
Considere que os termos da sucessao seguinte foram
obtidos segundo determinado padrao.

(20, 21, 19, 22, 18, 23,17, ...)

Se, de acordo com o padrao estabelecido, X e Y sdo
o décimo e o décimo terceiro termos dessa sucessao,
entao a razao Y/X é igual a

A) 44%.

B) 48%.

C) 56%.

D) 58%.

E) 64%.

Pensando no décimo termo da sequéncia como o 5°
termo da sequéncia par(2°termo,4°termo..):

a,=2ler=1
as=a; +(n—-Dr
as=21+4=25=X

Décimo terceiro termo é o 7° termo da sequéncia impar

A sequéncia impar(1°termo,3°termo..) a r=-1
a;,=a, —(n—Dr

a; =20—6=14=Y

y_1u

-=—=0,56 =56%

X 25

RESPOSTA: “C".

2. (BNDES - TECNICO ADMINISTRATIVO - CES-
GRANRIO/2013) Progressdes aritméticas sao sequén-
cias numéricas nas quais a diferenca entre dois termos
consecutivos é constante.

A sequéncia (5, 8, 11, 14, 17, ..., 68, 71) é uma pro-
gressao aritmética finita que possui

A) 67 termos

B) 33 termos

C) 28 termos

D) 23 termos

E) 21 termos

a =71
a,=5
r=8-5=3
a, =a; +(n—Dr
71=5+(n—-1)3
3n—34+5=71
3n =69
n = 23 termos

RESPOSTA: “D".
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3. (TJ/SP - AUXILIAR DE SAUDE JUDICIARIO - AU-
XILIAR EM SAUDE BUCAL - VUNESP/2013) Em uma re-
uniao de condominio com 160 pessoas presentes, cada
uma recebeu um nimero diferente, a partir de 1 até
160. Na reunido, foram feitas duas comissées (A e B)
com os seguintes integrantes: na comissao A, as pes-
soas portadoras de nimero impar e, na comissao B, as
pessoas portadoras de nimero miiltiplo de 3. Dentre as
pessoas presentes na reunido, os participantes de am-
bas as comissdes correspondem a

A) 16,875%.

B) 16,250%.

C) 17,500%.

D) 18,750%.

E) 18,125%.

O ultimo ndmero impar e multiplo de 3 é o 159.

Sequéncia impar: 1,3,5,7,9 11,13,15,17,19,21....

Sequéncia mdultiplo: 3,6,9,12,15,18,21...

A cada 6 numeros (3,9,15..) o niumero estara nas duas
comissoes.

a,=3

a =159

r=6

a,=a;+ (mn—Dr
159 =3+ (n-1)6
6n—6+ 3 =159

6n = 156
n =26
p—28 = 0,1625 = 16,25%
~ 160 T e

Participardo de ambas as comissdes 16,25%
RESPOSTA: "B".

4. (PETROBRAS - TECNICO AMBIENTAL JUNIOR -
CESGRANRIO/2012) Alvaro, Bento, Carlos e Danilo tra-
balham em uma mesma empresa, e os valores de seus
salarios mensais formam, nessa ordem, uma progres-
sdo aritmética. Danilo ganha mensalmente R$ 1.200,00
a mais que Alvaro, enquanto Bento e Carlos recebem,
juntos, R$ 3.400,00 por més.

Qual é, em reais, o salario mensal de Carlos?

A) 1.500,00

B) 1.550,00

C) 1.700,00

D) 1.850,00

E) 1.900,00




Alvaro ganha: x

De Alvaro para Bento:r
Alvaro para Carlos: 2r
Alvaro para Danilo: 3r
3r=1200

r=400

X+r+x+2r=3400

x+400+x+800=3400

2x=2200

X=1100

Portanto, o salario de Carlos é 1100+800=1900

RESPOSTA: “E".

5. (PM/SP - SARGENTO CFS - CETRO/2012) O 12
termo da progressao aritmética (-7, -9, -11,...) é

A) -27.

B) -29.

C) -31.

D) -32.

al=-7
r=-9-(-7)=-2

A, =— aq + 117"
—7+11-(-2)
-7 —=22=-29

Q
[N
N

I

RESPOSTA: “B".

6. (PM/SP - CABO - CETRO/2012) Para participar
da Corrida Ciclistica da Policia Militar, um policial faz
o seguinte treinamento: na primeira hora, ele percorre
30km; na segunda hora, ele percorre 27km, e, assim por
diante, em progressao aritmética. Portanto, apés 5 ho-
ras de treinamento, ele tera percorrido

A) 90km.

B) 100km.

C) 110km.

D) 120km.

a5=a1+4r
as =30 —12 = 18

Ss = (a1 +as) =

Ss = (30 +18) -

=120 km

RESPOSTA: “D".
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7. (METRGO/SP - USINADOR FERRAMENTEIRO -
FCC/2014) O setor de almoxarifado do Metrd necessita
numerar pecas de 1 até 100 com adesivos. Cada adesivo
utilizado no processo tem um tnico algarismo de 0 a 9.
Por exemplo, para fazer a numerac¢do da peca nimero
100 sao gastos trés adesivos (um algarismo 1 e dois al-
garismos 0). Sendo assim, o total de algarismos 9 que
serao usados no processo completo de numeragao das
pecas é igual a

A) 20.

B) 10.

C) 19.

D) 18.

E) 9.

99 =9+ (n-1)10
10n—104+9 =99
n=10

Vamos tirar o 99 pra ser contato a parte: 10-1=9

99 =90+ (n—1)
n=99-90+1=10

Sdo 19 niimeros que possuem o algarismo 9, mas o0 99
possui 2
19+1=20

RESPOSTA: "A".

8. (TJ/MT - DISTRIBUIDOR, CONTADOR E PARTI-
DOR- TJ/2012) Considere que, no més de setembro, o
nimero de e-mails recebidos por uma empresa cresceu
diariamente obedecendo a uma progressao aritmética
de razdo 8. Se no primeiro dia a empresa recebeu 112
e-mails, quantos e-mails foram recebidos nos 30 dias
de setembro?

A) 13.680

B) 8.640

C) 11.232

D) 6.840

azg = aq + 29r
aso =112+ 29-8 = 344

n
S30 = (a1 + aszp) - Y
1124344

S30 = — 30 = 6840

RESPOSTA: “D".

9. (UEM/PR - AGENTE UNIVERSITARIO - MOTO-
RISTA - UEM/2013) A sequéncia (2, a, b, 20) é uma pro-
gressao aritmética e a sequéncia (2, a, 32, (b + 6a + 2))
é uma progressao geométrica, com a e b niumeros reais.
Sobre a e b, é correto afirmar que

A) a é raiz da equagdo 2x + 5 = 17.

B) b é raiz da equacdo x*> - 4 = 32,

C) b é menor do que 10.

D)b=a+6.

E) b é miltiplo de a.




a, =a, + 3r
20=2+3r

r=6
portanto, b=a+6

RESPOSTA: “D".

10. (DETRAN /RJ - ANALISTA DE DOCUMENTACAO
— EXATUS/2012) Miagui observa dois reservatodrios. O
reservatério A contém, inicialmente, 10 mil litros de
agua e, a cada dia, o volume em seu interior, aumen-
ta 0,3 m?, enquanto que no reservatério B, o volume
inicial é de 1536 m? de agua, e a cada dia, seu volume
passa a ser equivalente a metade do volume existente
no dia anterior. Sabe-se que Miagui iniciou sua obser-
vacao no dia 10 de marco. O volume do reservatério B
sera menor que o volume do reservatoério A no dia:

A) 15 de marco.

B) 16 de marco.

C) 17 de marcgo.

D) 18 de marco.

10 mil litros=10 m?
Depois de 5 dias
Reservatorio A
as = a, + 5r
as =10+ 5.03 =115
Reservatorio B
ag = a, " q°
1536 ! 48

A = f—_— =

> 32
Dia 16
Reservatorio A
a; =11,5+0,3=11,8

Reservatorio B
48 24
a = — =
)

Dia 17
Reservatorio A

ag =118+ 0,3 =121

Reservatorio B

24 .
A = — =

87 2
RESPOSTA: "C".
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11. (SAMU/SC - ASSISTENTE ADMINISTRATIVO -
SPDM/2012) A soma dos termos de uma P.G. de pri-
meiro termo igual a 3 e cuja razao é igual a da PA. 2,
5/2,..., é igual a:

A)9

B) 12

6

D) 3/2

5 1

=2 ==
=3 2

Soma PG infinita

a
§=—2

1
I=3

RESPOSTA: “C".

12. (CAMARA DE SAO PAULO/SP - TECNICO AD-
MINISTRATIVO - FCC/2014) O trabalho de varricao de
6.000 m? de calcada é feita em um dia de trabalho por
18 varredores trabalhando 5 horas por dia. Mantendo-
se as mesmas proporcoes, 15 varredores varrerdao 7.500
m? de calcadas, em um dia, trabalhando por dia, o tem-
po de

A) 8 horas e 15 minutos.

B) 9 horas.

C) 7 horas e 45 minutos.

D) 7 horas e 30 minutos.

E) 5 horas e 30 minutos.

M?21 trabalhadores!  horas?
10 J——— 1T I 5
7451010 15 ee X

Quanto mais a area, mais horas(diretamente propor-
cionais)

Quanto menos trabalhadores, mais horas(inversamen-
te proporcionais)

M?21 trabalhadores?t  horas?
10 J—— 1S 5
7500~ /7 DO X
5 6000 15

x 7500 18

6000-15x =5-7500-18
90000x = 675000
x = 7,5 horas = 7 horas e 30 minutos

RESPOSTA: “D".




13. (PREF. CORBELIA/PR - CONTADOR -
FAUEL/2014) Uma equipe constituida por 20 operarios,
trabalhando 8 horas por dia durante 60 dias, realiza o
calcamento de uma area igual a 4800 m>. Se essa equipe
fosse constituida por 15 operarios, trabalhando 10 horas
por dia, durante 80 dias, faria o calcamento de uma area

igual a:
A) 4500 m?
B) 5000 m?
C) 5200 m?
D) 6000 m?
Operarios? horas? diast  area?
20-------=mmme 8- 60------- 4800
15---mmmme e 10----------- 80-------- X
4800 _ 20 8 60
x 15 10 80

20-8-60x =4800-15-10-80
9600x = 57600000
x = 6000m?

RESPOSTA: "D".

14. (PREF. JUNDIAI/SP - ELETRICISTA - MAKIYA-
MA/2013) Os 5 funcionérios de uma padaria produzem,
utilizando trés fornos, um total de 2500 paes ao longo
das 10 horas de sua jornada de trabalho. No entanto, o
dono de tal padaria pretende contratar mais um funcio-
nario, comprar mais um forno e reduzir a jornada de tra-
balho de seus funcionarios para 8 horas diarias. Conside-
rando que todos os fornos e funcionarios produzem em
igual quantidade e ritmo, qual sera, ap6s as mudancas, o
niimero de paes produzidos por dia?

A) 2300 paes.

B) 3000 paes.

C) 2600 paes.

D) 3200 paes.

E) 3600 paes.

Funcionarios? Fornos1 pdes!  horas?
et LR 3o 2500------ 10
6----mmmmm oo Qoo D 8

As flecham indicam se as grandezas s@o inversamente
ou diretamente proporcionais.

Quanto mais funcionarios mais pdes sao feitos(direta-
mente)

2500 5 3 10

x 6 4 8

5-3-10x =2500-6-4-8
150x = 480000
x = 3200 paes.

RESPOSTA: "D".
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15. (PC/SP - OFICIAL ADMINISTRATIVO - VU-
NESP/2014) Dez funcionarios de uma reparticao tra-
balham 8 horas por dia, durante 27 dias, para atender
certo nimero de pessoas. Se um funcionario doente foi
afastado por tempo indeterminado e outro se aposen-
tou, o total de dias que os funcionarios restantes leva-
rdo para atender o mesmo niimero de pessoas, traba-
lhando uma hora a mais por dia, no mesmo ritmo de
trabalho, sera

A) 29.

B) 30.

C) 33.

D) 28.

E) 31.
diast

Funcionérios! horas!

Quanto menos funcionarios, mais dias devem ser tra-
balhados (inversamente proporcionais).

Quanto mais horas por dia, menos dias (inversamente
proporcionais).
dias!

Funcionérios! horas!

72x = 2160
x = 30dias

RESPOSTA: “B".




