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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA.
PRINCIPIOS DE CONTAGEM.

Anadlise Combinatoria

Analise combinatéria é uma parte da matematica que
estuda, ou melhor, calcula o nimero de possibilidades, e
estuda os métodos de contagem que existem em acertar
algum numero em jogos de azar. Esse tipo de calculo
nasceu no século XVI, pelo matematico italiano Niccollo
Fontana (1500-1557), chamado também de Tartaglia.
Depois, apareceram os franceses Pierre de Fermat (1601-
1665) e Blaise Pascal (1623-1662). A analise desenvolve
métodos que permitem contar, indiretamente, o nimero
de elementos de um conjunto. Por exemplo, se quiser saber
qguantos numeros de quatro algarismos sdo formados
com os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7 e 9, é preciso aplicar
as propriedades da andlise combinatoria. Veja quais
propriedades existem:

- Principio fundamental da contagem

- Fatorial

- Arranjos simples

- Permutacao simples

- Combinacao

- Permutacado com elementos repetidos

Principio fundamental da contagem: é o mesmo que
a Regra do Produto, um principio combinatério que indica
guantas vezes e as diferentes formas que um acontecimento
pode ocorrer. O acontecimento é formado por dois estagios
caracterizados como sucessivos e independentes:

e O primeiro estdgio pode ocorrer de m modos
distintos.
» O segundo estagio pode ocorrer de n modos distintos.

Desse modo, podemos dizer que o niUmero de formas
diferente que pode ocorrer em um acontecimento é igual
ao produto m.n

Exemplo: Alice decidiu comprar um carro novo, e
inicialmente ela quer se decidir qual o modelo e a cor do
seu novo veiculo. Na concessionaria onde Alice foi ha 3
tipos de modelos que séo do interesse dela: Siena, Fox e
Astra, sendo que para cada carro ha 5 opcdes de cores:
preto, vinho, azul, vermelho e prata. Qual é o niUmero total
de op¢des que Alice podera fazer?

Resolucdo: Segundo o Principio Fundamental da
Contagem, Alice tem 3x5 opgdes para fazer, ou seja,ela
podera optar por 15 carros diferentes. Vamos representar
as 15 opcdes na arvore de possibilidades:
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Generalizagdes: Um acontecimento é formado por k estagios
sucessivos e independentes, com n,, n,, n,, ..., n_possibilidades
para cada. O total de maneiras distintas de ocorrer este
acontecimento én,, n,, Ny Ny

Técnicas de contagem: Na Técnica de contagem nao importa
a ordem.

Considere A = {a; b; ¢ d; ..; j} um conjunto formado por 10
elementos diferentes, e os agrupamentos ab, ac e ca”.

ab e ac sdo agrupamentos sempre distintos, pois se
diferenciam pela natureza de um dos elemento.

ac e ca sdo agrupamentos que podem ser considerados
distintos ou ndo distintos pois se diferenciam somente pela
ordem dos elementos.

Quando os elementos de um determinado conjunto A
forem algarismos, A = {0, 1, 2, 3, ..., 9}, e com estes algarismos
pretendemos obter nimeros, neste caso, os agrupamentos de 13
e 31 sdo considerados distintos, pois indicam niimeros diferentes.

Quando os elementos de um determinado conjunto A
forem pontos, A = A, A, A, A, A, A} e com estes pontos
pretendemos obter retas, neste caso ©os agrupamentos
}TAE' " m sdo iguais, pois indicam a mesma reta.

Conclusao: Os agrupamentos...

1. Em alguns problemas de contagem, quando os
agrupamentos se diferirem pela natureza de pelo menos um de
seus elementos, os agrupamentos serao considerados distintos.

ac = ca, neste caso os agrupamentos sao denominados
combinagdes.

Pode ocorrer: O conjunto A é formado por pontos e o
problema é saber quantas retas esses pontos determinam.

2. Quando se diferir tanto pela natureza quanto pela ordem
de seus elementos, os problemas de contagem serao agrupados
e considerados distintos.

ac # ca, neste
denominados arranjos.

caso 0s agrupamentos sao




Pode ocorrer: O conjunto A é formado por algarismos
e o0 problema é contar os nimeros por eles determinados.

Fatorial: Na matematica, o fatorial de um ndmero
natural n, representado por n!, é o produto de todos os
inteiros positivos menores ou iguais a n. A notacdo n! foi
introduzida por Christian Kramp em 1808. A funcéo fatorial
é normalmente definida por:

n
n! = ﬂk
k=1

vn €N

Por exemplo, 5! =1.2.3.4.5=120

Note que esta definicdo implica em particular que 0!
= 1, porque o produto vazio, isto é, o produto de nenhum
ndmero é 1. Deve-se prestar atencdo neste valor, pois
este faz com que a funcdo recursiva (n + 1)l = nl. (n + 1)
funcione para n = 0.

Os fatoriais sdo importantes em analise combinatéria.
Por exemplo, existem n! caminhos diferentes de arranjar
n objetos distintos numa sequéncia. (Os arranjos sao
chamados permutacdes) E o nimero de op¢des que podem
ser escolhidos é dado pelo coeficiente binomial.

n n!
(k) " K-k

Arranjos simples: sdo agrupamentos sem repeticdes
em que um grupo se torna diferente do outro pela ordem
ou pela natureza dos elementos componentes. Seja A um
conjunto com n elementos e k um natural menor ou igual
a n. Os arranjos simples k a k dos n elementos de A, sdo os
agrupamentos, de k elementos distintos cada, que diferem
entre si ou pela natureza ou pela ordem de seus elementos.

Calculos do nimero de arranjos simples:

Na formacdo de todos os arranjos simples dos n
elementos de A, tomados k a k:

n  — possibilidades na escolha do 1° elemento.

n - 1 - possibilidades na escolha do 2° elemento, pois
um deles ja foi usado.

n - 2 — possibilidades na escolha do 3° elemento, pois
dois deles ja foi usado.

ﬁ - (k - 1) — possibilidades na escolha do k° elemento,
pois I-1 deles ja foi usado.

No Principio Fundamental da Contagem (A ), o
ndmero total de arranjos simples dos n elementos de A
(tomados k a k), temos:

A,=n(n-1.(-2)....(n-k+1)

(é o produto de k fatores)

Multiplicando e dividindo por (n - k)!

: o
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An,k
_nn—1).(n—2)....(n—k+1).(n—k)!
a (n—k)!

Notequen(n—-1).(n-2)....(n—-k+1).(n-k)!=n!

n!

Podemos também escrever S
(n—k)!

An,k =

Permutacdes: Considere A como um conjunto com n
elementos. Os arranjos simples n a n dos elementos de A,
sdo denominados permutagdes simples de n elementos.
De acordo com a definicdo, as permutagdes tém os
mesmos elementos. Sdo os n elementos de A. As duas
permutacdes diferem entre si somente pela ordem de
seus elementos.

Calculo do nimero de permutacao simples:

O ndmero total de permutacdes simples de n
elementos indicado por Pn, e fazendo k = n na féormula
An’k =n(n=-7NM-=-2)....(n—k + 1), temos:

Pn

A =n(n=-1)(n-2)....(n-n+1)=(n=-1)

(n=2).. ; n!

Portanto: P_= n!

Combinacgdes Simples: sdo agrupamentos formados
com os elementos de um conjunto que se diferenciam
somente pela natureza de seus elementos. Considere A
como um conjunto com n elementos k um natural menor
ou igual a n. Os agrupamentos de k elementos distintos
cada um, que diferem entre si apenas pela natureza de
seus elementos sao denominados combinagdes simples
k a k, dos n elementos de A.

Exemplo: Considere A = {a, b, ¢, d} um conjunto com
elementos distintos. Com os elementos de A podemos
formar 4 combinacgdes de trés elementos cada uma: abc
—abd - acd - bed

Se trocarmos ps 3 elementos de uma delas:

Exemplo: abc, obteremos P, = 6 arranjos disdintos.

abc | abd | acd | bed

acb

bac

bca

cab

cba

Se trocarmos os 3 elementos das 4 combinagdes
obtemos todos os arranjos 3 a 3:




abc | abd | acd | bed
acb | adb | adc | bdc
bac | bad | cad | cbd
bca | bda | cda | cdb
cab | dab | dac | dbc
cba | dba | dca | dcb

(4 combinacdes) x (6 permutag¢des) = 24 arranjos

Logo:C,,.P,=A,,

Célculo do nimero de combinagdes simples: O nimero
total de combinacbdes simples dos n elementos de A
representados por C , tomados k a k, analogicamente ao
exemplo apresentado, temos:

a) Trocando os k elementos de uma combinacdo k a k,
obtemos P, arranjos distintos.

b) Trocando os k elementos das C . P, arranjos distintos.

Portanto: Cn,k' P.= Anlkou

An,k
P

k

Cox=
Lembrando que:

! n !
Também pode ser escrito assim:

P kn-kn \k

Arranjos Completos: Arranjos completos de n elementos,
de k a k sdo os arranjos de k elementos ndo necessariamente
distintos. Em vista disso, quando vamos calcular os arranjos
completos, deve-se levar em consideracdo os arranjos
com elementos distintos (arranjos simples) e os elementos
repetidos. O total de arranjos completos de n elementos, de
kak, éindicado simbolicamente por A* | dado por: A* | = n*

Permutacdes com elementos repetidos

Considerando:

o elementos iguais a a,

B elementos iguais a b,

y elementos iguais a ¢, ...,
A elementos iguais a |,

Totalizando em o + B + y + ... A = n elementos.
Simbolicamente representado por P¢% B, y, .., A o

ndmero de permutacgdes distintas que é possivel formarmos
com os n elementos:
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Pa,ﬁ,y,...,)\ — n!
" al Byl A

Combinacées Completas: Combinagdes completas
de n elementos, de kak, sdo combinagdes de k elementos

ndo necessariamente distintos. Em vista disso, quando
vamos calcular as combinacdes completas devemos
levar em consideracao as combinacdes com elementos
distintos (combinac¢des simples) e as combinacdes com
elementos repetidos. O total de combinacdes completas
de n elementos, de k a k, indicado por C*n,k

. ntk-1
nk Cn+k—1,k = k

QUESTOES

C

01. Quantos numeros de trés algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3,4, 5, 7
e 8?

02. Organiza-se um campeonato de futebol com 14
clubes, sendo a disputa feita em dois turnos, para que
cada clube enfrente o outro no seu campo e no campo
deste. O numero total de jogos a serem realizados é:

(A)182

(B) 91

(C)169

(D)196

(E)160

03. Deseja-se criar uma senha para os usuarios de
um sistema, comecando por trés letras escolhidas entre
as cinco A, B, C, D e E, seguidas de quatro algarismos
escolhidos entre 0, 2, 4, 6 e 8. Se entre as letras puder
haver repeticdo, mas se os algarismos forem todos
distintos, o niUmero total de senhas possiveis é:

(A) 78.125

(B) 7.200

(C) 15.000

(D) 6.420

(E) 50

04. (UFTM) — Joado pediu que Claudia fizesse cartdes
com todas as permutacdes da palavra AVIACAO. Claudia
executou a tarefa considerando as letras A e A como
diferentes, contudo, Jodo queria que elas fossem
consideradas como mesma letra. A diferenca entre o
ndimero de cartdes feitos por Claudia e o numero de
cartdes esperados por Jodo é igual a

(A) 720

(B) 1.680

(C) 2.420

(D) 3.360

(E) 4.320




05. (UNIFESP) — As permutacdes das letras da palavra
PROVA foram listadas em ordem alfabética, como se fossem
palavras de cinco letras em um dicionario. A 732 palavra
nessa lista é

(A) PROVA.

(B) VAPOR.

(C) RAPOV.

(D) ROVAP.

(E) RAOPV.

06. (MACKENZIE) — Numa empresa existem 10 diretores,
dos quais 6 estdo sob suspeita de corrupcao. Para que se
analisem as suspeitas, sera formada uma comissao especial
com 5 diretores, na qual os suspeitos ndo sejam maioria. O
nimero de possiveis comissoes é:

(A) 66
(B) 72
() 90
(D) 120

(E) 124

07. (ESPCEX) — A equipe de professores de uma escola
possui um banco de questdes de matematica composto
de 5 questbes sobre pardbolas, 4 sobre circunferéncias e 4
sobre retas. De quantas maneiras distintas a equipe pode
montar uma prova com 8 questdes, sendo 3 de parabolas, 2
de circunferéncias e 3 de retas?

(A) 80

08. Numa clinica hospitalar, as cirurgias sdo sempre
assistidas por 3 dos seus 5 enfermeiros, sendo que, para
uma eventualidade qualquer, dois particulares enfermeiros,
por serem os mais experientes, nunca sao escalados para
trabalharem juntos. Sabendo-se que em todos os grupos
participa um dos dois enfermeiros mais experientes, quantos
grupos distintos de 3 enfermeiros podem ser formados?

A) 06

09. Seis pessoas serdo distribuidas em duas equipes
para concorrer a uma gincana. O numero de maneiras
diferentes de formar duas equipes é

(A) 10

10. Considere os numeros de quatro algarismos do
sistema decimal de numeracao. Calcule:

a) quantos sdo no total;

b) quantos ndo possuem o algarismo 2;

c) em quantos deles o algarismo 2 aparece ao menos
uma vez;

: o
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d) quantos tém os algarismos distintos;
e) quantos tém pelo menos dois algarismos iguais.

Resolucgoes

01. 4 7! _7! _ 7.6.5.4-!_765_210
737 =30 4 4 YT
02. O numero total de jogos a serem realizados € A,
=14.13 = 182.

03.
Hun
Algarismos

LI

Letras
As trés letras poderdo ser escolhidas de 5.5 .5 =125
maneiras.
Os quatro algarismos poderao ser escolhidos de 5.4 .
3.2 =120 maneiras.
O numero total de senhas distintas, portanto, é igual a
125.120 = 15.000.

04.
[) O nUmero de cartdes feitos por Claudia foi

P2—7——76543—2520
7—2'— L0.0.7. _

[I) O nimero de cartbes esperados por Jodo era

7!
P = 31 = 7:6.5:4 = 840

Assim, a diferenca obtida foi 2.520 — 840 = 1.680

05. Se as permutagdes das letras da palavra PROVA
forem listadas em ordem alfabética, entdo teremos:

P, = 24 que comegam por A

P, = 24 que comegam por O

P, = 24 que comegam por P

A 73.2 palavra nessa lista é a primeira permutacdo que
comeca por R. Ela é RAOPV.

06. Se, do total de 10 diretores, 6 estdo sob suspeita de
corrupcao, 4 ndo estdo. Assim, para formar uma comissdo
de 5 diretores na qual os suspeitos nao sejam maioria,
podem ser escolhidos, no maximo, 2 suspeitos. Portanto, o
numero de possiveis comissdes é

6\ /4 6\ (4
C6,1' C4,'4 + C6,2-C4,3 = 1 : (4) + 2 ' (3) =

6.1+ 154 =6+60 =166

07.C.,.C

53 4,2

.C,;=10.6.4 =240




08.

) Existem 5 enfermeiros disponiveis: 2 mais experientes
e outros 3.

ll) Para formar grupos com 3 enfermeiros, conforme o
enunciado, devemos escolher 1 entre os 2 mais experientes e
2 entre os 3 restantes.

1) O nimero de possibilidades para se escolher 1 entre
0s 2 mais experientes é

C—2—2
21=\1)7

IV) O nimero de possibilidades para se escolher 2 entre
3 restantes é

C(3\_ 31 321
Ca=\, )=~ 213

V) Assim, o numero total de grupos que podem ser
formados é2.3=6
09. Ce3 20

10
2 2

10.

a)9.A* . =9.10°=9.10.10.10 = 9000
b)8.A%,,=8.9=8.9.9.9 = 5832

0) (@) - (b): 9000 - 5832 = 3168
d)9.A,,=9.9.8.7=4536

e) (a) — (d): 9000 — 4536 = 4464

Binomio de Newton

Denomina-se Bindbmio de Newton , a todo bindmio da
forma (a + b)", sendo n um nlimero natural .

Exemplo:
B=(3x-2y)(ondea=3x b=-2yen=4][grau do
binémio] ).

Exemplos de desenvolvimento de binémios de Newton :

a) (@ + b)? =a’+ 2ab + b?

b) (@ + b)®> =a® + 3 a%b + 3ab? + b?

c) (@a+b)*=a*+4ab+ 6a’b’+ 4ab’ + b*

d) (@ + b)y =a°+5a%b + 10 a%b? + 10 a’b’® + 5ab* + b’

Nota:

N&o é necessario memorizar as formulas acima, j& que
elas possuem uma lei de formacao bem definida, sendo ve-
jamos:

Vamos tomar, por exemplo, o item (d) acima:

Observe que o expoente do primeiro e Ultimos termos
sdo iguais ao expoente do bindmio, ou seja, igual a 5.

A partir do segundo termo, os coeficientes podem ser
obtidos a partir da seguinte regra pratica de facil memori-
Zagao:

Multiplicamos o coeficiente de a pelo seu expoente e di-
vidimos o resultado pela ordem do termo. O resultado sera o
coeficiente do préximo termo. Assim por exemplo, para obter
o coeficiente do terceiro termo do item (d) acima teriamos:

MATEMATICA E RACIOCINIO LOGICO

@ NovA

CONCURSOS

5.4 = 20; agora dividimos 20 pela ordem do termo an-
terior (2 por se tratar do segundo termo) 20:2 = 10 que é o
coeficiente do terceiro termo procurado.

Observe que os expoentes da variavel a decrescem de
n até 0 e os expoentes de b crescem de 0 até n. Assim o
terceiro termo é 10 a*b? (observe que o expoente de a de-
cresceu de 4 para 3 e o de b cresceu de 1 para 2).

Usando a regra pratica acima, o desenvolvimento do
bindmio de Newton (a + b)” sera:

(@+b)y=a"+7a’ + 21 a°b? + 35 a*b® + 35 a’b* + 21
a’b® + 7 ab® + b’

Como obtivemos, por exemplo, o coeficiente do 6° ter-
mo (21 a?b®) ?

Pela regra: coeficiente do termo anterior = 35. Multipli-
camos 35 pelo expoente de a que é igual a 3 e dividimos o
resultado pela ordem do termo que é 5.

Entdo, 35 .3 = 105 e dividindo por 5 (ordem do termo
anterior) vem 105:5 = 21, que é o coeficiente do sexto ter-
mo, conforme se vé acima.

Observacgoes:

1) o desenvolvimento do binémio (a + b)" é um poli-
némio.

2) o desenvolvimento de (a + b)" possui n + 1 termos .

3) os coeficientes dos termos equidistantes dos extre-
mos , no desenvolvimento De (a + b)" sdo iguais .

4) a soma dos coeficientes de (a + b)" é igual a 2".

Férmula do termo geral de um Binomio de Newton

Um termo genérico Tp+1 do desenvolvimento de (a+b)"
, sendo p um numero natural, é dado por

Tp+1 = (ﬁj a"r’bp?
p

onde

|
(EJZCW ot
p pl(n—p)!

é denominado Numero Binomial e Cn.Pé o numero de
combinag&es simples de n elementos, agrupados p a p, ou
seja, o numero de combinagbes simples de n elementos
de taxa p.

Este nimero é também conhecido como NuUmero
Combinatdrio.

Probabilidade

Ponto Amostral, Espaco Amostral e Evento

Em uma tentativa com um numero limitado de
resultados, todos com chances iguais, devemos considerar:

Ponto Amostral: Corresponde a qualquer um dos
resultados possiveis.

Espaco Amostral: Corresponde ao conjunto dos
resultados possiveis; sera representado por S e o nUmero
de elementos do espaco amostra por n(S).




Evento: Corresponde a qualquer subconjunto do
espaco amostral; sera representado por A e o niUmero de
elementos do evento por n(A).

Os conjuntos S e @ também sdo subconjuntos de S,
portanto sdo eventos.

@ = evento impossivel.

S = evento certo.

Conceito de Probabilidade

As probabilidades tém a funcdo de mostrar a chance
de ocorréncia de um evento. A probabilidade de ocorrer
um determinado evento A, que é simbolizada por P(A), de
um espaco amostral S # @, é dada pelo quociente entre
o numero de elementos A e o nimero de elemento S.
Representando:

n(A)
N(S)

Exemplo: Ao langar um dado de seis lados, numerados
de 1 a 6, e observar o lado virado para cima, temos:

- um espaco amostral, que seria o conjunto S {1, 2, 3,
4,5, 6}.

- um evento numero par, que seria o conjunto A1 = {2,
4,6} CS.

- 0 nimero de elementos do evento nimero par é n(A.)
= 3.

P(A) =

- a probabilidade do evento numero par é 1/2, pois
A 1
P(A) = n(4;) 3

N©S) 6 2

Propriedades de um Espaco Amostral Finito e Ndo
Vazio

- Em um evento impossivel a probabilidade é igual a
zero. Em um evento certo S a probabilidade é igual a 1.
Simbolicamente: P(@) = 0 e P(S) = 1.

- Se A for um evento qualquer de S, neste caso: 0 <
P(A) < 1.

- Se A for o complemento de A em S, neste caso: P(A)
=1 - P(A).

Demonstracdo das Propriedades
Considerando S como um espaco finito e ndo vazio,
temos:

n(®) = 0 - P(9) = f L P@) =0
_he® _
P(S) ") P(S) =1

@ CACA o n(®) <n(A) <n(S) &
o @ _ n@ _nl®
OO =0

{AS
A=¢

o 0 <PA) <1

: o
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_ A A S
{H n(A) + n(&) = n(S) & “((S)) 2((53 - % o
< P(A) +P(A) =1 PA)=1-P(A)

Uniao de Eventos

Considere A e B como dois eventos de um espago
amostral S, finito e ndo vazio, temos:

A

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANnB) &

n(AuB) n(4d) n(B) n(AnB)
nS) nl) n©S)  n®)

Logo: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

Eventos Mutuamente Exclusivos

A

S

Considerando que A n B, nesse caso A e B serdo
denominados mutuamente exclusivos. Observe que A

= 0, portanto: P(A U B) = P(A) + P(B). Quando os
eventos A, A, A, .., A de S forem, de dois em dois,
sempre mutuamente exclusivos, nesse caso temos,
analogicamente:

P(AA,UA,UA,U..UA)=PA) +PA,) +PA,) +
+ P(A)

Eventos Exaustivos
Quando os eventos A, A, A, .., A de S forem,

de dois em dois, mutuamente exclusivos, estes serdo
denominados exaustivosse A/ UA,UAU..UA =S

M / A / %

Ag As
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